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Kapitel 1

Einfithrung statistische Physik

1.1 Motivation

In der statistischen Physik wenden wir die mikroskopischen Gesetze der Physik — klas-
sische Mechanik, Quantenmechanik, Elektrodynamik, usw. — auf einer makroskopischen
Skala an. Das bedeutet, wir betrachten sehr grofle Systeme mit einer Teilchenzahl in der
Grofenordnung N = 1023, Hat ein einzelnes Teilchen dabei beispielsweise zwei verschiedene
Zusténde, so hat das Gesamtsystem schon

910 mogliche Zusténde!

Es ist praktisch unmoglich, die Bewegungsgleichungen fiir N ~ 10?? Teilchen zu lésen und
eine mikroskopische Betrachtung des Systems zu erhalten. Meistens sind wir allerdings auch
nicht daran interessiert, wirklich jedes Teilchen genau zu beschreiben, sondern vielmehr
mochten wir das kollektive Verhalten des Gesamtsystems verstehen — was passiert, wenn wir
das System verkleinern, vergréflern, kithlen oder erhitzen? Welche Farbe hat das Objekt?

Die statistische Physik 16st deshalb nicht die Bewegungsgleichungen exakt, sondern nutzt
Methoden der Statistik, um physikalische Phéinomenene und Eigenschaften auf makrosko-
pischer Ebene zu erkliren. Durch die Betrachtung eines kollektiven Systems kénnen wir
neue makroskopische Konzepte entwickeln: Was sind Warme, Temperatur oder Entropie?
Wie kommen Magnetismus, Supraleitung oder Phaseniibergénge zustande? Diese Konzepte
hatten vorher fiir einzelne Teilchen keine Bedeutung — wir konnen das kurz zusammenfassen
als 1 # 10%3: unsere physikalische Beschreibung #ndert sich durch die Betrachtung eines
kollektiven Systems also grundlegend!

Wir sind an Zustdnden im thermodynamischen Gleichgewicht interessiert, das heiffit ma-
kroskopischen Eigenschaften unabhéngig von mikroskopischen Startbedingungen. Zum Bei-
spiel gilt fiir ein Gas in einem Container nach ausreichend grofier Zeit die ideale Gasgleichung

pV = NkgT, (1.1)

unabhéngig vom Anfangszustand. Dabei bezeichnet p den Druck , V das Volumen, N die
Anzahl der Teilchen, kp die Boltzmann-Konstante (kg = 1,380649 - 10~23] K_l), und T'
die Temperatur. Weiterhin moéchten wir verstehen, wann sich solche Zustandsgleichungen
anwenden lassen und wie sich Ubergiinge in andere Zustéinde oder Phasen verhalten.

Zeit t
»grofl genug*“
_—
Gas im
mikroskopischen
Anfangszustand
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Abbildung 1.1: Phasendiagramm von COs

Historisch wurde zuerst die phdnomenologische Thermodynamik entwickelt, auf Basis
eines minimalen Axiomensatzes — der Hauptsitze der Thermodynamik. Spéter lieferte die
statistische Physik eine mikroskopische Herleitung fiir spezifische Systeme. Manchmal geniigt
dabei eine klassische Betrachtung des Systems, manchmal ist eine quantenmechanische Her-
leitung notig. Beispiele fiir Phénomene, die nicht mit einer rein klassischen Theorie erklart
werden konnen, sind

e Schwarzkorperstrahlung: Stefan-Boltzmann Gesetz vs. Rayleigh-Jeans Gesetz
(Ultraviolettkatastrophe)

e Bose-Einstein-Kondensation
e Hochtemperatur-Supraleiter
e Schwarze Locher

Der Versténdnisgewinn funktioniert in beide Richtungen, das heif3t makroskopische Be-
obachtungen erlauben es auch, neue mikroskopische GesetzméfBigkeiten zu entdecken. Dieser
Kurs behandelt die nétigen mathematischen Werkzeuge, um Vielteilchensysteme statistisch
zu beschreiben. Diese sind dann Grundlage fiir viele Bereiche der modernen Physik, wie zum
Beispiel der Festkorperphysik.

Wir starten das Semester mit statistischer Mechanik und leiten dann erst gegen Ende des
Semesters die Thermodynamik her (Kapitel 4). Wir machen zuerst allgemeine, grundsiitzliche
Betrachtungen (Kapitel 1) und behandeln dann auf technischem Level klassische Systeme
(Kapitel 2) und quantenmechanische Systeme (Kapitel 3). Kapitel 5 behandelt Magnetismus
und gibt einen ersten Einblick in komplizierteren Rechnungen.

1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Wir betrachten zunichst ein isoliertes quantenmechanisches System mit Energie F, wel-
ches durch die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung H|¥) = E|¥) beschrieben sei. In
den bisherigen Quantenmechanik-Kursen haben wir diese Eigenwertgleichung gelost und
die Eigenzustinde |V g) mit den dazugehoérigen Energie-Eigenwerten E bestimmt. In dieser
Vorlesung betrachten wir aber Systeme mit N ~ 1023 Teilchen, zum Beispiel ein Gas in
einem Container. Diese Systeme kann man formal zwar immer noch durch einen Hamilton-
Operator beschreiben, dieser hingt nun allerdings von sehr vielen Teilchen ab. Die exakten
Eigenzusténde des Systems, in denen vollstédndige Information tiber jedes Teilchen enthalten
ist, werden Mikrozustéinde genannt und sind schon im Fall weniger Teilchen kompliziert.
Fiir N ~ 10?3 sind sie quasi unmdglich zu berechnen. Das ist aber auch nicht nétig, um das
makroskopische Verhalten des Systems zu verstehen. Stattdessen charakterisieren wir das
System nur anhand der makroskopischen Messgrofle der Energie. Zu einer festen Energie E
gehoren aber viele mogliche Mikrozustinde und der Zustand des Systems ist nicht eindeutig
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festgelegt. Wir benotigen also eine statistische Beschreibung mit Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen iiber verschiedene Quantenzustiande.

Einschub: Dichtematrizen in der Quantenmechanik

Sei H ein Hilbertraum mit Norm |[-|| = /(). Ein reiner Zustand |¥) € H ist definiert
durch [(¥|¥)|? = 1. Der Erwartungswert einer Observable O im reinen Zustand |¥) ist

(O)w = (V[O[W). (1.2)

Die zu einem reinen Zustand gehérende Dichtematrix wird definiert als p = |¥)(¥|. Auch
die Dichtematrix beschreibt die Eigenschaften dieses Systems vollsténdig. Aus der Definition

folgen einige Eigenschaften fiir die Dichtematrix eines reinen Zustands
=pf

P’ =

tr[p] =1,

wobei tr[-] die Spur bezeichnet. Sie ist definiert als

u[X] =) (m|X|m),

m

wobei |m) eine Orthonormalbasis von H formt.

Im Allgemeinen ist der Erwartungswert einer Observable beziiglich einer allgemeinen
Dichtematrix gegeben durch
(0), = tr[p0). (1.3)

Fiir einen reinen Zustand kann man priifen, dass Gleichung (1.3) mit der Definition (1.2)
iibereinstimmt

(0)p = tr[pO] = tr[[W)(¥|O] = tr (¥|O|¥)] = (¥|O|¥) = (O)w,

indem man ausnutzt, dass die Spur zyklisch ist, tr [AB] = tr [BA].

Mit einer Dichtematrix konnen wir dariiber hinaus noch weitere Systeme beschreiben.
Beispielsweise definieren wir die Dichtematrix fiir ein System im Ensemble {|¥;)}/_; mit
der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung {p; }/_;

P:Zpi\‘l’z‘><‘1’i|- (1.4)

Ein Ensemble bedeutet hier, dass sich das System mit einer Wahrscheinlichkeit p; im (reinen)
Zustand |¥;) befindet. Man nennt das gemischten Zustand.

Der Erwartungswert einer Observable O in einem gemischten Zustand ist dann gegeben
durch

(0), = tr[pO] = ZPi<‘I’i|O|‘I’i>-

Das entspricht genau der mit den Wahrscheinlichkeiten gewichteten Summe der einzelnen
Erwartungswerte beziiglich der reinen Zustédnde.

Die Dynamik von Dichtematrizen ist durch die von Neumann-Gleichung beschrieben
., 0
ihp(t) = [H, p(0) (L5)
mit dem Kommutator [A, B] = AB — BA. Das folgt aus der Schrédinger-Gleichung

0
iha Vi) = HIV:(t)) (1.6)
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T
= (inglu) = ey - g o) - o 1)

und somit gilt fur die Zeitentwicklung der Dichtematrix p(t) = >, pi|W;(¢)) (¥, ()]
o) = i3 ps (EONE O]+ 90) )]
T S (HIT 0] = (RO DI = (8.0

Fiir die Zeitentwicklung eines Zustands |¥) gilt
|W(t)) = Ul(t,to)|¥(to)) wobei U(t,to) = exp (—iH(t — to)/h), fir H zeitunabhéngig.
Damit folgt fiir die Dichtematrix
p(t) = U(t, t0)p(to)UT (¢, to)-

Wir betrachten in diesem Kurs Gleichgewichtszusténde, fiir die gilt

i plt) = H, p(1)] =0, (1.8)

wobei sich die mikroskopischen Zusténde aber weiter &ndern kénnen.

Zuriick zum mikrokanonischen Ensemble Zu einem System mit fester Energie E gibt
es viele Mikrozustédnde, welche durch kleine Wechselwirkungen mit der Umgebung nicht
statisch sind. Wir definieren eine Basis {|n)}, aller Mikrozusténden mit fester Energie E.
Da wir nur makroskopische Informationen iiber das System haben, kénnen wir keine Aussage
dariiber treffen, in welchem Mikrozustand mit Energie E sich das System genau befindet. Wir
nehmen deshalb an, dass fiir ein System im Gleichgewicht alle zugénglichen Mikrozusténde
zu einer Energie gleich wahrscheinlich sind. Gem#fi Gleichung (1.4) verwenden folgende
Notation

Q(E) = Anzahl der Zustidnde mit fester Energie E

= gleiche Wahrscheinlichkeit fiir alle Zustéinde

1
Pmk = Xn: @\nﬂm = Dichtematrix mikrokanonisches Ensemble.

Einige Bemerkungen:

e In der Quantenmechanik sind Energieniveaus haufig diskret, aber weil so viele Teilchen
vorhanden sind, konnen wir das Spektrum effektiv als kontinuierlich annehmen. Mit
einer “festen” Energie F wird also eine Energie F 4+ § E gemeint, wobei 6 F < E, aber
O F relativ zur Quantisierung grof} ist.

e Eine analoge klassische Betrachtung ist auch moglich. Die Hamilton’schen Bewegungs-
gleichungen ergeben die Liouville-Gleichung in statistischer Behandlung. Dies wird in
Ubungsblatt 2 diskutiert.

e Eine mathematisch rigorose Herleitung des mikrokanonischen Ensembles ist fiir einfa-
che Systeme mit dem Ergodentheorem mdoglich

1 [to+T
lim 7/ AL (1)]0]T()) = tr[pmeO). (1.9)
T—oo T to

Das bedeutet, das zeitliche Mittel wird fiir lange Mittelungszeit identisch zum stati-
stischen Mittel. Zusétzlich kann untersucht werden, ob das Gleichgewicht unabhéngig
vom Anfangszustand erreicht wird. Ein solches System nennt man dann mischend.
Mathematische Herleitungen mit dem Ergodentheorem sind aber nur fiir einfache Sy-
steme und fiir asymptotisch lange Mittelungszeiten T — oo bekannt. Ansonsten redet
man typischerweise einfach von der Ergodenhypothese. In dieser Vorlesung arbeiten
wir anstattdessen mit dem Motto: “Der extrem breite Erfolg vom statistischen Ansatz
im mikrokanonischen Ensemble ist auch dessen Rechtfertigung”.
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e Die Theorie hat hier nichts mit der quantenmechanischen Unschérfe zu tun, sondern
ist eine statistische Theorie, die sich durch die grole Anzahl der betrachteten Teilchen
begriindet.

1.2.1 Boltzmann-Entropie

Nach Boltzmann definieren wir die Entropie als
S(F)=kg -In(QE)) (1.10)

mit der Boltzmann-Konstanten kg.
Die Entropie ist ein Maf$} fiir “Mangel an Information”. Bemerke:

e S(E) =0 < Q(F) = 1. Gibt es nur einen Zustand, der besetzt werden kann, ist
der Zustand des Systems entsprechend bekannt und es fehlt keine Information — die
Entropie verschwindet.

o O ~ 2V (fiir ein 2-Level-System) = S ~ In(Q2) ~ N. Im Allgemeinen ist S daher eine
extensive Funktion (d.h. sie hingt von der Systemgrofe ab).

e S ist eine additive Funktion fiir nicht-interagierende Systeme

Q(EA,EB) :Q(EA)Q(EB) = S(EA,EB) :S(EA)+S(EB)

Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn wir zwei Systeme zusammenbringen und
den Austausch von Energie erlauben Die Hamiltonfunktion ist dann gegeben durch H =

Ha+ Hp+ H', wobei H' die Wechselwirkung zwischen den beiden Systemen beschreibt. Im
Allgemeinen weichen in wechselwirkenden Systemen die Eigenzusténde und Eigenenergien
des Gesamtsystems von den Eigenzustéinden der einzelnen isolierten Systeme ab, die durch
die Eigenzustéinde von H4 und Hp gegeben sind. Im Folgenden nehmen wir allerdings
an, dass der Wechselwirkungsterm schwach im Vergleich mit H4 und Hp ist, und dass die
individuellen Energieniveaus der beiden Systeme approximativ gleich bleiben: E/y = E4 und
E, = Ep. Die Anzahl der moglichen Zustinde des Gesamtsystem mit einer Gesamtenergie
FEiot = F4+ Ep kann dann bestimmt werden, indem man iiber alle Moglichkeiten summiert,
die Gesamtenergie zwischen den Systemen A und B aufzuteilen und jeweils die Anzahl der
moglichen Zusténde zahlt

Qap(Brot) = Qa(E4)Qp(Bror — E)

{EL}
(1.10) Z exp Sa(EY) n Sp(Eror — E) ' (1.11)
: kp kp
By}

Bemerkungen:

e Kigentlich ist es unklar, dass es im System B immer genau ein diskretes Energieni-
veau mit der Energie Ep = Fiot — Fa gibt. Wie vorher angemerkt, kénnen wir das
Energiespektrum der Systeme allerdings als (quasi) kontinuierlich annehmen.
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e Im mikrokanonischen Ensemble gilt S(Eiot) = kpIn(Q(Eiot)) > Sa(Fa) + Sp(Ep).
Das liegt daran, dass die Menge der Zusténde im System mit (potentiell beschrinkender)
Wechselwirkung per Definition eine Teilmenge aller moglichen Zustédnde ist, die man
aus den Systemen A und B zusammensetzen kann. Fiir verschwindende Wechselwir-
kung H’ = 0 gilt Gleichheit.

e Wir haben gesehen, dass S ~ N, die Entropie also mit der Systemgrofie skaliert. Die
Summe (1.11) wird dann fiir groBe N vor allem von dem Summanden mit dem gréfiten
Exponenten bestimmt. Dies ist analog zur Sattelpunktsniherung bei der Herleitung
der Stirling-Formel (1.22).

Wir betrachten dazu folgendes Beispiel und schreiben zunéichst Gleichung (1.11) als

Qap(Biot) = Y exp (f(EY)) (1.12)

{BL}

mit f(E) = (Sa(Ea) + Sp(Eiot — Ea))/kp ~ N. Wir nehmen an, es giibe eine Ener-
gie F,, sodass f(E,) > 2f(EY) fiir alle i gilt. Da f(E) ~ N gilt, ist der Summand
exp(f(Ey)) auf jeden Fall um einen Faktor exp(NN) grofler als alle anderen Summan-
den und wird damit mit steigender Systemgrofe relativ immer bedeutender. Das Vor-
zeichen von f(E) spielt hierbei keine Rolle. Die Summe wird also von dem grofiten
Summanden dominiert. Fiir den maximalen Wert des Exponenten ergibt sich folgende

Bedingung
o <SA(EA) n Sp(Ftot — EA)) -0 o 35,47 — LSB
O0FE 4 kp ks B OE4 Ey OB Etoc—EZ.

(1.13)

Der vertikale Strich bedeutet hier: “ausgewertet an”, wobei alle anderen Gréflen kon-
stant gehalten werden. An dieser Stelle ist uns der genaue Wert von E% nicht wichtig,
sondern nur, dass das System gegen ein Gleichgewicht strebt, in dem die Anzahl der
Zustande und damit auch die Entropie maximiert sind.

Wir approximieren also die Summe (1.11) nur durch den gréften Summanden und
erhalten die approximative Entropie des Gesamtsystems mit Gleichung (1.10)

S(Eior) = Sa(ER) + Sp(Eiot — E) > Sa(Ea) + Sp(EB).
Dieses Ergebnis wird zweiter Hauptsatz der Thermodynamik genannt.

Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik Die Energie E4 strebt gegen die Energie
E%, welche die Anzahl der Zustdnde und damit die Entropie maximiert. Es ist sehr unwahr-
scheinlich, dass die Energie zu einem Zustand mit Energie E4 # E7% zuriickkehrt. Dies ist
zwar ge nau genommen eine probabilistische Aussage, aber fiir N ~ 1022 passiert eine Um-
kehrung in der Praxis wirklich nie. Der zweite Hauptsatz kann also kurz zusammengefasst
werden:

“Die Entropie nimmt nur zu.”

1.2.2 Temperatur
Boltzmann definiert die Temperatur als

1 a8

T= 35 (1.14)
Anhand dieser abstrakten Definition ist nicht direkt ersichtlich, warum genau dieser Aus-
druck die von uns wahrnehmbare Temperatur beschreibt. Eine Analyse der Einheiten zeigt,
dass die Einheit Kelvin stimmt, allerdings héngt dies letztlich mit der (definierten) Einheit
der Boltzmann-Konstante zusammen. Wir werden aber sehen, dass es sich hier tatséchlich
um die Temperatur aus dem Alltag handelt. Dazu betrachten wir zwei Systeme A und B
mit den jeweiligen Temperaturen T4 und Tz, die wir in Kontakt bringen.
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e Falls Ty = Ty, dann gilt auch

0S4, 1 1 0Sp

= = = _—_= 1.15
8EA TA TB aEWB ( )
Dies entspricht genau der vorherigen Gleichgewichtsbedingung in (1.13).

e Falls Ty > Tp, gibt es einen Energieaustausch und nach der Energieerhaltung gilt
dE s = —dFpg. Das ergibt fiir kleine Entropieéinderung dS in erster Ordnung

0S4 0Sp 1 1
dS = dE dEg = — — =— | dFE4. 1.16

0B, AT E, P (TA TB) A (1.16)
Nach dem zweiten Hauptsatz gilt dS > 0, und da T4 > Tz, muss gelten, dass dE4 < 0.

Das bedeutet mit der obigen Definition von Temperatur flieBt Energie von warm zu
kalt.

Wir konnen also qualitativ richtig das Verhalten in Abhéngigkeit von der Temperatur be-
schreiben. Genau genommen liefert das Argument hier aber nur eine Begriindung, dass
0S/OFE eine Funktion der Temperatur sein muss, ob der Zusammenhang linear, wie hier
definiert, oder aber wie T2, T3, ... skaliert, ist unklar und wird sp#ter anhand des idealen
Gases (Abschnitt 2.2) untersucht.

1.2.3 Wirmekapazitéit

Die Entropie ist keine direkte MessgroBe; wir kénnen keine 1023 Zustéinde zihlen. Um den Zu-
sammenhang mit direkt messbaren Groflen zu machen, definieren wir die Warmekapazitit
fiir konstanten Druck und Volumen als

C= g—g, fiir p, V' konstant. (1.17)
Diese Definition unterscheidet sich insbesondere auch in den Gréflen, die konstant gehalten
werden, von spiteren Definitionen der Warmekapazitit. Wir konnen die Warmekapazitét
eines Systems messen, indem wir Energie ins System bringen und die Temperaturdifferenz
messen. Der Quotient entspricht dann der (gemittelten) inversen Wirmekapazitit C~1. Die
Entropiefunktion S(FE) hiingt zwar zuniichst nur von der Energie ab, allerdings konnen wir
die Energie auch als eine Funktion der Temperatur E(T") verstehen und somit die Entropie-
funktion nach der Temperatur ableiten

dS 9SOE C T2 o(T)

oo _ o000k _ U Ag— “\ar 1.18
o OEJT T rn, T ’ ( )

und damit die Entropieinderung durch die Temperatur ausdriicken. Da die Warmekapazitét

typischerweise proportional zu N skaliert, C' o« N, definiert man h#ufig die spezifische

Wirmekapazitit

C
= —. 1.19
=% (119)
Zuletzt spielt die Warmekapazitit eines Systems eine weitere wichtige Rolle. Leitet man
Gleichung (1.14) noch einmal nach E ab, erhélt man

@5

557 = ~Tic (1.20)

Fiir die meisten Systems gilt nun C' > 0 und wir nennen das System ”thermodynamisch sta-
bil“. Das lésst sich anhand des Beispiels in Gleichung (1.13) verstehen, wo wir die Bedingung
fiir die Maximierung der Entropie aufgestellt haben, aber nicht priifen, ob das gefundene
Extremum ein Maximum oder ein Minimum ist. Falls die Wirmekapazitét fiir beide Syste-
me positiv ist, folgt 92S/0E? < 0 und es liegt tatsichlich ein Maximum vor. Eine wichtige
Ausnahme sind hingegen schwarze Locher, welche eine negative Wéarmekapazitit besitzen.
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1.2.4 Zwei-Level-System

Wir betrachten als konkretes Beispiel nun ein System von N unabhéingigen, nicht wech-
selwirkenden Spin-1/2-Teilchen. Ein Teilchen befinde sich entweder im Spin-f-Zustand mit
Energie Ey = h, oder im Spin-|-Zustand mit Energie Ey = 0. Es gebe N; Spin-{-Teilchen,
und N Spin-|-Teilchen, sodass N = N4 + N,.

Die Gesamtenergie des Systems hingt dann nur von N4 ab und betrdgt £ = Nyh,. Die
Anzahl der moglichen Zusténde mit einer bestimmten Energie E betrigt

N N!
Q(E) = (NJ = N (1.21)

Damit ist die Entropie gegeben durch

S(E) = kg In ( ok !) = kg (m(z\n) —In(Ny) — In((N — NT)!)).

NyI(N = Ny)

Wir definieren den Anteil von Spin-1-Teilchen v = Ny/N = E/Nh, und nihern den Aus-
druck fiir grofle N mithilfe der Stirling-Formel

In(N!) =~ NIn(N) — N + %m(mv) +O(N™Y, (1.22)

welche in Aufgabe 2 von Ubungsblatt 1 hergeleitet wird. Die Notation O(N~!) bedeutet,
dass die verbleibenden Terme héchstens proportional zu N ! anwachsen. Es folgt

S(B) "2 by (NIn(N) = N = Ny In(Ny) + Ny = (N = Ny) (N = Ny) + (N = V)

— kg (N In(N) — Ny In(Ny) — (N — Np) In(N — NT))

— kp <N¢1n <JX;) + (N = Np)ln <NJ_VNT>)
a5 (3) + (-3 )= 7))

=kpN(— (yIn(y) + (1 — ) In(1 —~))),
=ha(7)

wobei wir ho(7y) binére Entropie nennen und implizit alle Terme O(N ~!) vernachliissigen.

0 i w

/0 5\ 1 B
Ey=0 E = Nh./2 Nh.
firT —0 fir T'— oo

Abbildung 1.2: S(E)/kpN gegen E/Nh, fir N Zwei-Level-Systeme
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Auflerdem ergibt sich fiir die inverse Temperatur

sty o =0 (5 (st () = (=50 (- 55))

_ ks <1—E/(th)> _ ke (th _1).

h. E/(Nh) h E
Umgeformt nach der Temperatur folgt daraus die Besetzungszahl in Abh#ngigkeit von T'
oS E 1
il B = 1.23
N  Nh, ( )

exp (kBT) + 1

Abbildung 1.2 zeigt S(E)/kpN in Abhéngigkeit von E/Nh,. Fiir T — 0 gilt N+ = 0 und
Ey = 0, da alle Teilchen im Spin-|-Zustand sind. Die Entropie betrégt hier S(E = 0) = 0, da
es nur einen moglichen Zustand gibt, der diese Energie realisiert, ndmlich eben alle Teilchen
im Spin-|-Zustand. Fiir T' — oo ndhert sich das Verhéltnis Ny/N = 1/2, also haben die
Hélfte der Teilchen Spin 1 und die andere Hilfte Spin | und die Energie des Systems betragt
E = Nh./2. Die Entropie ist in diesem Fall maximal, da die Anzahl der Méglichkeiten, die
Hélfte der Teilchen auszuwéhlen, maximal ist.

Interessant ist die Frage, wie man die Entropie fiir £ > Nh,/2 im Sinne einer Tempe-
ratur interpretieren kann, da thermisch nur eine maximale Energie E = Nh, /2 fiir T — oo
erreicht werden kann. Da 90S/0F = 1/T folgt fiir diesen Fall eine negative Temperatur
T < 0. Das kann man so interpretieren, dass die Anzahl der Zustéinde weniger wird, wenn
man zusétzliche Energie in das System gibt. Dies kann in der Praxis durch eine Besetzungs-
inversion erzeugt werden, zum Beispiel in NMR- und Laser-Experimenten.

SchlieBlich ergibt sich die Wirmekapazitét fiir das Zwei-Level-System zu

OE d
CZéTT:ﬁ Nhexp( )+
= —Nh, (exp ( T >) (eXp (kZT))
_ oz ()

5 o< V.

o (o) )

Abbildung 1.3: C gegen T fiir N Zwei-Level-Systeme

In Abbildung 1.3 ist C' gegen T aufgetragen. Fir T — 0 verschwindet C' exponenti-
ell schnell aufgrund der endlichen Energieliicke. Fiir T' — oo verschwindet C' polynomi-
ell schnell: alle Zusténde sind besetzt. Den Peak bei ~ h,/kp nennt man die Schottky-
Anomalie von Spin-Anteilen an der Wirmekapazitit (andere Anteile von Phononen, Leit-
elektronen, etc. dominieren typischerweise, siche Kapitel 2 und 3).
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1.2.5 Druck und Volumen

Nun betrachten wir ein System, fiir das nicht nur die Energie E, sondern auch das Volumen
V' variabel ist. Die Entropie und die Anzahl von Zustédnden sind jetzt Funktionen von E
und V

S(E,V)=kpn(QE,V)).

Die Definition der Temperatur bleibt gleich, allerdings miissen wir die Ableitung bei kon-
stantem Volumen auswerten. Der vertikale Strich bedeutet hier “mit V fix”

oS
T'= =] .
oF |,
Wir definieren den Druck p durch
oS D
— == 1.24
oVl T ( )

Analog zum Kapitel 1.2.2 kénnen wir uns wieder fragen, ob diese Definition unserem alltéglichen
Begriff des Drucks entspricht. Wir werden sehen, dass dies tatsdchlich der Fall ist.
Analog zur Gleichung (1.13) stellen wir wieder eine Gleichgewichtsbedingung auf. Dazu be-
trachten wir nun einen Container mit einer beweglichen Wand, dargestellt in Abbildung 1.4.
Das Gesamtvolumen des Containers sei V. Dann ergibt sich folgende Bedingung fiir das
Gleichgewichtsvolumen V}
0S4
OV

_ 9Sp

=228 (1.25)
vi  OVp

V-V

bewegliche Wand
mit Flache A

i

Vs =V V4

Vs

¢

7
Druck p

>
dx
Abbildung 1.4: Container mit beweglicher Wand

Betrachte eine (kleine) Anderung von Volumen und Energie. Da S(E, V') nun von beiden
Groflen abhéngt, gilt

08 08

dS = 32 dE+ 52 dV = dB=TdS-pdV. (1.26)
~~ ~~
=1/T =p/T

Die Volumenénderung dV in Abbildung 1.4 entspricht der Verschiebung dx multipliziert
mit der Flidche der Wand A. Die Einheit des Drucks ist Kraft pro Fliche, wodurch pA eine
Kraft reprisentiert und pAdx die verrichtete Arbeit beschreibt. Wenn dV' < 0 ist, bedeutet
dies, dass eine Kompression des Volumens V4 stattfindet, was zu einer Zunahme der inneren
Energie des Systems A fiihrt. Im Gegensatz dazu bedeutet dV' > 0, dass das System A Arbeit
verrichtet. T'dS stellt einen Energietransfer zum System A dar, die an dieser Stelle schwie-
rig zu interpretieren ist. In Kapitel 4 werden wir sehen, dass T'dS als Wirmeabsorption zu
verstehen ist. Somit entspricht Gleichung (1.26) dem ersten Hauptsatz der Thermody-
namik.

Bei der Definition der Warmekapazitét wurde bisher nicht berticksichtigt, dass die Gréflen
V und p variiert werden kénnen. Halten wir V' konstant, so folgt

_ OF| (.20 .08

Cv =5z § - (1.27)

)
\%4
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wobei ausgenutzt wurde, dass dV = 0, wenn V' konstant ist. Analog definieren wir

oS

Cp=To > (1.28)

Im Allgemeinen sind Cy und Cj, nicht gleich. Dazu folgt in Kapitel 4.6.6 mehr.

1.3 Kanonisches Ensemble

Im mikrokanonischen Ensemble haben wir die Energie fixiert. In der Natur finden wir al-
lerdings héufiger Systeme, die besser durch eine konstante Temperatur beschrieben werden,
wihrend die Energie fluktuieren kann. Zur Veranschaulichung betrachten wir ein System S
in einem Warmebad R, dargestellt in Abbildung 1.5. Das Wérmebad soll viel grofier sein als
das System S, sodass ein Energieaustausch zwischen System und Warmebad stattfin-
den kann, ohne die Temperatur zu dndern. Die Hamiltonfunktion lautet H = Hg+ Hgr+ H’,
wobei der Wechselwirkungssterm H' relativ klein sei.

T = const.

S

R

Abbildung 1.5: Ein System in einem Warmebad

Die Energie des Systems S ist also verdnderlich. Wenn wir allerdings das Gesamtsystem
aus Wiarmebad R und System S betrachten, bleibt die insgesamt enthaltene Energie kon-
stant. Wir erinnern uns an das mikrokanonische Ensemble und berechnen die Gesamtanzahl
von moglichen Zustdnden des Gesamtsystems. Dazu summieren wir {iber alle Moglichkeiten,
die Gesamtenergie zwischen S und R aufzuteilen und zihlen jeweils die Zustéinde. Mit > (Ei}

summieren wir {iber alle méglichen Energien von S, wobei es Qg(E%) Zustinde in S mit
gleicher Energie E und analog {2 R(E}é) Zustdnde mit Energie E}% = Fiot — EZS gibt

VBior) = Y, Qs(ES)QR(Bror — E)-
{Ei}
Wir kénnen die Gesamtzahl der Zustédnde auch ausrechnen, indem wir iiber alle moglichen
Zustande n von S explizit summieren und jeweils die Anzahl Qr(E%) der moglichen Zusténde
des Wirmebads mit Ef = Eyo¢ — E¢ zdhlen. Die Zusténde n diirfen dabei prinzipiell die
gleiche Energie haben. Beachte also, dass die Energien Ff in der oberen Summe alle unter-

schiedlich sind, die Energien E7 fiir verschiedene n nun aber identisch sein diirfen. Dafiir
fallt dann der Faktor Qg(EY%) weg. Es folgt

QUEior) = Y Qp(Eror — EE) (1.29)

- zn:exp (‘W) (1.30)

wobei wir im zweiten Schritt die Definition der Entropie (1.10) eingesetzt haben.

Da das Warmebad viel grofler sei als das System S, ist die Energie Eg < Eior. Wir
nihern daher die Entropie Sr(F) mit einer Taylor-Entwicklung erster Ordnung um die
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Energie E = Fyqt

Sr(Bro _98 pm Sr(Ery _ Eg
Etot Zexp( R ¢ t)k OFo S) _ZeXP< R( tktB) T

B
= exp <SR (Btot) > Zexp < kBT) (1.31)

Wir nehmen wieder an, dass jeder der Q(Fiot) Zustinde des Gesamtsystems S + R gleich
wahrscheinlich ist. Die Anzahl der Zusténde, in denen sich S in einem Zustand n befindet,
kénnen wir mit der gleichen Entwicklung zu Qg (Eyot—E%) =~ exp(Sr(Eiot)/kp) exp(—E%/kpT)
anndhern. Damit wird die Wahrscheinlichkeit, dass das System im Zustand n mit Energie
E% ist, durch die Boltzmann-Verteilung beschrieben,

E’n/
exp (— k:BST>
Em °
Zm exp (_ k:BsT>
Da wir manche der auftauchenden Gréflen haufig verwenden werden, fithren wir zunéchst
folgende Notation ein. Die inverse Temperatur wird bezeichnet als

1
kT’

p(n) = (1.32)

8= (1.33)

Der Normierungsfaktor im Nenner der Boltzmann-Verteilung heifit kanonische Zustands-
summe und wird geschrieben als

Zexp( ) Zexp —BEZ). (1.34)

Die kanonische Zustandssumme Zj(3) ist ein zentrales Objekt dieses Kurses. Eine niitzliche
Eigenschaft, die wir spéter verwenden werden, ist die Multiplikativitét fiir (nicht-interagierende)
Produktsysteme:

B = "exp(—B(E} + Ep)) = > exp(—BEF) > exp(—BER)

=zd. ZB. (1.35)

Zuletzt definieren wir die kanonische Dichtematrix oder auch das kanonische Ensem-
ble als

pr =2, 'Y exp(—BES) [n)(n| = Z, " exp (—BHs) . (1.36)

1.3.1 Energiefluktuationen

Wir berechnen zunéchst die mittlere Energie fiir das kanonische Ensemble, das der Boltzmann-

Verteilung folgt,
(1 32) E,
p(n = exp(—BEn,),
= 2pn) B, U3 S exn(-AE)

wobei wir statt Eg ab jetzt nur F,, schreiben, da wir das Warmebad nicht mehr explizit
betrachten. Mit einer elementaren Rechnung kénnen wir zeigen, dass die mittlere Energie
sich auch folgendermaflen schreiben lésst

0
~ o5 In(Zx(8)) =

= (E). (1.37)
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Damit kénnen wir die mittlere Energie also nun sehr kompakt durch die Zustandssumme
ausdriicken.

Wenn wir Gleichung (1.37) nochmals nach 8 ableiten, ergibt sich ein Ausdruck fur die
Varianz der Energie (AE)?,

0? (137) 0 E,
E, 0 o 1
= — Xn: <Zk(ﬁ) 2 exp(—BEy) + Ey Cxp(_ﬁEn)% Zk(ﬁ)>

exp(—BE,) +

|
]
g‘\
=

n 0
gt op(0E) 3 9 )

Dann gilt also

(E) = — L n(Ze(8)) und

ap
aep = 2wz = - 2Lim (138)
ap2 " ap " '
Mit der Definition 8 = 1/kpT folgt zudem
or 1 9, D
95 = g = Tt = g5(E) = kTP (E). (1.39)

Da wir das Volumen V' des Systems konstant angenommen haben, kénnen wir die Gleichun-
gen (1.38) und (1.39) mithilfe der Definition der Wéarmekapazitét Cy aus (1.27) verbinden.
Das Ergebnis ist bekannt als das Fluktuations-Dissipations-Theorem

(AE)? = kgT*Cy. (1.40)

Im thermodynamischen Limes N — oo ergibt sich typischerweise, da E und Cy extensive
Grofien mit E o< N und Cy o N sind, dass

AFE m 1 N—o00
® < @® *uw

Dieses Ergebnis bedeutet, dass die relative Abweichung der Energie im thermodynamischen
Limes verschwindet. Die Energie des kanonischen Ensembles folgt zwar genau genommen
noch einer statistischen Verteilung, diese ist dann jedoch so stark um den Mittelwert (E)
zentriert, dass wir die Energie als fest annehmen konnen. Das bedeutet, dass das mikro-
kanonische Ensemble und kanonische Ensemble im thermodynamischen Limes dquivalent
sind, da das mikrokanonische Ensemble ja genau durch eine feste Energie definiert ist. Wir
schreiben auch

(Ey — E fiir N gro8. (1.41)

Im Abschnitt 1.3.2 wird der Unterschied von kanonischem und mikrokanonischem Ensemble
im thermodynamischen Limes noch einmal genauer diskutiert.

Beispiel: Noch einmal 2-Level-System

Wir betrachten noch einmal das Beispiel vom Zwei-Level-System aus Kapitel 1.2.4, dieses
Mal als kanonisches Ensemble. Ein Teilchen kann genau in zwei verschiedenen Zustédnden



KAPITEL 1. EINFUHRUNG STATISTISCHE PHYSIK 17

sein. Die kanonische Zustandssumme (1.34) fiir ein einzelnes Teilchen lautet damit

ZV = 3" exp(—ph.n) = 1 + exp(—fh.)

n=0,1
Bh. ph.
> >cosh( 5 )

= 2exp <—

Die Teilchen im Zwei-Level sind alle wechselwirkungsfrei. Daher ergibt sich die Zustands-
summe fiir N Teilchen nach Gleichung (1.35) zu

N
(N) _ ()" _ N _ Bhe N [ Bh
Z, = (Zk ) =2 eXp( 5 )cosh ( 5 ) (1.42)
aus welcher die mittlere Energie im kanonischen Ensemble nach Gleichung (1.38) folgt
0 1 0
E)y=——In(Z;)=———
(E) 95 n(Zk) =~ 952"

Nh, h h h h.
Zlk QN[ 5 exp (— ﬁ2 )coshN (52 )+exp< 52 )aﬂcoshN (62 )1

Das lésst sich durch Einsetzen von Gleichung (1.42) weiter vereinfachen

_ th -N /th N th N-1 th . th
(E) = 5 cosh ( 5 )(cosh (2>—cosh <2> smh( 5 ))

Nh, sinh < )
o2 COSh ( )
= Nh, (1 — tanh B;LZ ))
Nh,

exp (Bh.) +1
Dabei wurde im letzten Schritt die Identitét

x 2
1—t h<7):
W) T e

verwendet. Die mittlere Energie (F) im kanonischen Ensemble und die Energie E im mikro-
kanonischen Ensemble (1.23), die wir im Kapitel 1.2.4 schon berechnet haben, sind also in
diesem Fall auch schon fiir kleine Systemgréfien genau gleich, nicht nur im thermodynami-
schen Limes. Das ist einer Besonderheit des 2-Level-Systems.

Allerdings zeigt die beispielhafte Rechnung auch noch einen Vorteil des kanonischen En-
sembles auf: Wir mussten dabei kein kombinatorisches Problem l6sen, sondern lediglich die
Zustandssumme berechnen und daraus alle weiteren Gréflen ableiten. Fiir dieses Beispiel war
die Kombinatorik noch recht leicht, doch mit zunehmender Anzahl an Zustéinden kann sich
das dndern. Bei zukiinftigen Problemen werden wir hiufiger verwenden, dass wir die Freiheit
haben, im mikrokanonischen oder im kanonischen Ensemble zu arbeiten, um Rechnungen
zu vereinfachen.

1.3.2 Gibbs-Entropie

Konnen wir fiir das kanonische Ensemble auch Entropie definieren? Im mikrokanonischen
Ensemble haben wir die Boltzmann-Entropie iiber die Anzahl von Zustéinden Q(E) zu ei-
ner bestimmten Energie definiert. Jetzt folgt die Verteilung der Zustinde allerdings einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung p(n) mit verschiedenen Energien. Wir machen deshalb folgen-
des Gedankenexperiment: wir betrachten nicht nur ein System, sondern M identische, aber
unabhingige Systeme und nutzen, dass die Entropie in diesem Fall additiv ist. Jedes System
wird durch eine Boltzmann-Verteilung beschrieben. Wenn wir M grofl genug wihlen, gibt
es ungefdahr k, = p(n) - M Systeme im Zustand |n). Wir kénnen dabei p(n)M in guter
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Niherung als ganze Zahl annehmen. Diese M Systeme bilden jetzt eine Art von mikrokano-
nischem Ensemble, in dem die Systeme analog zu vorher den Teilchen zu behandeln sind. Die
Entropie kénnen wir dann einfach nach Boltzmann berechnen. Die Anzahl von Zustéinden
ist gegeben durch die Anzahl der Moglichkeiten, M Systeme so zu verteilen, dass jeweils k,
Systeme im Zustand |n) sind, also

MM
L k! L (p(n) M)

Damit ist die Entropie gegeben durch

Q:

Sy =kpIn(Q) = kpln <M') = kg (m(M!) -> I ((p(n)M)1)>

n

02 ks (Mln M- Z( )M In (p )M)p(n)M))

=M - (—kB Zp(n) In (p(n))) .

Die Entropie ist fiir unabhiingige Systeme additiv und die Gibbs-Entropie des (einzelnen)
Systems erhélt man nach Division durch M

Scivbs = = = —kgp Zp In (p (1.43)

Fiir die Boltzmann-Verteilung

p(n) = Z,;l exp(—BE,) (1.44)

ergibt sich die Entropie im kanonischen Ensemble
k
S = —Z—B ; exp(—pE,) hrl(Z];1 exp(—BE,))

— kBB ZEnexp (=BEn) + ki In(Zy) Y exp(—BEn)

=7
= kBﬂ ZE exp(—BE,) + kp In(Zy,).

Genau wie bei der mittleren Energie kénnen wir auch die Entropie elegant durch eine Ab-
leitung der Zustandssumme ausdriicken

0
=kpIn(Zy) + kBTa—T In(Zy)

kgT 0O
=kpIn(Z) + ZBk o7 <§ exp(—BE, )
kpp
:7Zk En EneXp(f,BEn)+kBln(Zk).

Bemerkung: Im mikrokanonischen Ensemble mit fester Energie E ist

= Q7B firE, =B
PM=9 0 sonst.

Setzen wir dies in die Gibbs-Entropie ein, so erhalten wir wieder die Boltzmann-Entropie.
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Mikrokanonisches und kanonisches Ensemble

Im Folgenden betrachten wir nochmals die kanonische Zustandssumme im thermodynami-
schen Limes N — co. Wir schreiben

Zy, = Zexp(—ﬁE Z Q(E,) exp(—BE,),

wobei Q(FE,,) exponentiell mit N ansteigt und exp(—SE,,) exponentiell mit N abfillt. Das
bedeutet, wir kénnen den Term wieder schreiben wie in Gleichung (1.12) mit einem Expo-
nenten f(E) ~ N. Das bedeutet, die Summe wird wieder vom grofiten Term dominiert, da
dieser exponentiell grofler ist als der zweitgrofite Term. Sei nun E* die Energie, fiir welche
Q(E,) exp(—BE,) maximal ist, also

2 (amesp(-—m))| =0

E=E*
Wir kénnen dann die ganze Summe mit dem grofiten Summand approximieren
Zy, ~ Q(E*) exp(—BE™)
und mit Hilfe der Gleichung (1.37) die mittlere Energie (E) berechnen
(E) = _9 In(Z) =~ —z(ln(Q(E*)) — 5E*) =FE* (1.46)
T o M T T oB o '
Mit Gleichung (1.45) folgt im thermodynamischen Limit
9 «
SGlbb§ - kB oT (T ln(Zk)) ~ kB IH(Q(E )) = SBoltzmann7 (147)

sodass die Entropie des kanonisches Ensembles gleich der Entropie eines mikrokanonischen
Ensembles mit Energie £ ist. Dabei stimmt der Erwartungswert der Energie im kanonischen
Ensemble mit der Energie im mikrokanonischen Ensemble iiberein.

Maximierung der Entropie

Eine Eigenschaft, welche das kanonische und das mikrokanonische Ensembles verbindet, ist
dass man sie durch eine Maximierung der Entropie, lediglich mit unterschiedlichen Nebenbe-
dingungen, herleiten kann. Anstatt der Ergodenhypothese kénnen wir das Jaynes-Prinzip
der maximalen statischen Entropie verwenden. Dies besagt, dass ein System durch
diejenige Verteilung oder Dichtematrix beschrieben wird, welche unter gegebenen makro-
skopischen Annahmen die maximale Entropie besitzt.

Zum Beispiel ist die makroskopische Annahme fiir das mikrokanonische Ensemble, dass
die Energie F konstant ist. Unter dieser Annahme interessieren wir uns fiir die Entropie

S =—kp Zp(n) In (p(n)

mit der allgemeinen Wahrscheinlichkeitsverteilung p(n) > 0 iiber Zusténde |n) mit fester
Energie. Wir wollen nun also diese Entropie maximieren unter der Nebenbedingung

> p(n) =

Es handelt sich hier um ein Optimierungsproblem, welches sich mit Hilfe von einem Lagrange-
Multiplikator « 16sen lésst:

s om0

= —In(p(n)) -1+« 20 = p(n) = exp(1 — a) = konst. fiir alle n.
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Dieses Ergebnis besagt, dass alle Zustéinde |n) gleich wahrscheinlich sind. Mit dem Jaynes-
Prinzip folgt das mikrokanonische Ensemble also direkt aus der Maximierung der Entropie.
Analog konnen wir das kanonische Ensemble herleiten, indem wir die Entropie

S = —kptr[pln(p)]

maximieren unter den Nebenbedingungen
p>0, tr[p]=1, (E)=tr[pH].

Die Herleitung wird in Aufgabe 1 von Ubungsblatt 3 im Detail diskutiert.

Wir kénnen die Entropie allgemeiner als Maf fiir Unsicherheit oder Mangel an Informa-
tion betrachten. In dieser Interpretation tritt der Begriff der Entropie in der Informations-
theorie auf als Shannon-Entropie

S(p) ==Y _p(n)log,(n) (1.48)

fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(n), und als von Neumann-Entropie

S(p) = —trlplog,(p)] (1.49)

fiir eine Dichtematrix p. Diese Definitionen sind bis auf den Faktor kp In(2) analog zu vorher.
Inbesondere wird in der Informationstheorie aufgrund der technischen binéren Grundlage
(Bits) hdufig der Zweierlogarithmus anstatt des natiirlichen Logarithmus verwendet.

Einschub: von Neumann-Verschrinkungsentropie

Ein kurzes Beispiel soll verdeutlichen, wie die von Neumann-Verschrinkungsentropie An-
wendung finden kann. Die Dichtematrix fiir einen reinen, bipartiten Quantenzustand |¥) 4p
ist defininiert als

pap = [V)(V]ap.

Die reduzierte Dichtematrix auf A beschreibt das System A, wenn keine Information iiber
das System B vorliegt. Sie ist definiert als

pa =trplpas] = Z (1 ® (m|p) pap (1 ®|m)p) mit {|m)} eine Orthonormalbasis auf B,

m

wobei trp[-] die partielle Spur bezeichnet. Betrachten wir zum Beispiel den (reinen) Pro-
duktzustand

lp)ap =1 a®|1)B-

Die reduzierte Dichtematrix p4 ist dann gegeben durch

pa = trg||e)(plas)
= trg [|1) (114 © 1) (1]5]
=1 ®e)(INTae M) (M) (1o 1)s)
+ (1o Us)(INMa® H)(MB) (1 [1)s)
=M (Ma.

A ist also auch in einem reinen Zustand und wir konnen priifen, dass S(pa) = 0 gilt.
Betrachten wir stattdessen den (reinen) verschriinkten Zustand

1

W p—
V) aB 5

(WAMB + |¢>A|T>B)7

S5

so ergibt sich die partielle Spur

1
pa =trglpap| = trp[|V)(V]ap] = ?A.
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Dies entspricht keinem reinen Zustand mehr, sondern einem maximal gemischten Zustand,
in dem das Teilchen jeweils mit Wahrscheinlichkeit p = 1/2 im Zustand Spin-1 oder Spin-|
ist. Der Grund dafiir ist die quantenmechanische Verschrinkung von A und B. Die
von Neumann-Verschrinkungsentropie (1.49) ist fiir p4 gegeben als

S(pa) = 1.

Dies bedeutet eine maximale lokale Unwissenheit, obwohl der globale Zustand komplett
bekannt ist. Dieses Phinomen motivierte Einstein, Podolsky und Rosen 1935, einen Artikel
mit folgendem Titel zu verdffentlichen:

Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be Considered Com-
plete?

Dariiber wird auf Ubungsblatt 3 genauer gesprochen.

1.3.3 Freie Energie

Eine wichtige Grofle, um Systeme mit fester Temperatur zu beschreiben, ist die Helmholtz
freie Energie, oder einfach freie Energie

F=(E)-T-5S. (1.50)
Eine kleine Anderung der freien Energie dF wird berechnet durch

(1.26)

dF = d(E) — S -dT — T -dS —S-dT —p-dV. (1.51)

Halten wir T oder V fest, das heifit dT" = 0 bzw. dV = 0, so folgt

oF

S’*ETTV
__9F

P= ov |

So wie alle fundamentalen Gréfien, konnen wir auch die freie Energie elegant als Funktion
der kanonischen Zustandssumme schreiben:

F=(E)-T-S
0 0
= —% ln(Zk) -T- kBﬁ(T ln(Zk))
0 0
= ]4}3T287T ln(Zk) - k‘BTzafT ln(Zk) - k‘BT hl(Zk)
= —kBTln(Zk)

1.4 Groflikanonisches Ensemble

Bisher haben wir immer implizit angenommen, dass die Teilchenanzahl N fest sei. Jetzt
betrachten wir den allgemeinen Fall, in dem zusétzlich zum Energieaustausch ein Teilchen-
austausch zwischen den Systemen erlaubt ist. Zun#chst miissen wir dafiir wieder unsere alten
Definitionen umschreiben zu

S(E,V,N) = kg In(Q(E, V, N))

1_98
T~ 0E|,

0S

-7 22
P=r v

Kleine Anderungen der Entropie kénnen wir nun schreiben als

oS oS 08
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Wir erhalten dabei eine neue Kombination von Ableitungen und definieren eine neue Grofe:
das chemische Potential p als

as
=T o5 . (1.53)

Mit dieser Definition kénnen wir Gleichung (1.52) nach dE umstellen und so den ersten
Hauptsatz der Thermodynamik zu der Form

dE=T-dS—p-dV + pu-dN (1.54)

erweitern. Der letzte Term kann als Energieinderung durch den Austausch von Teilchen
interpretiert werden. Streng genommen ist dN eine infinitesimale Grofle, aber relativ zu
N = 10%? entspricht der Austausch von einem Teilchen einer infinitesimalen Gréfle. Diese
neue Form des ersten Hauptsatzes liefert auch eine zweite Formel fiir das chemische Potential:

)

— 1.
ON |g (1.55)

M:

Mit dem erweiterten ersten Hauptsatz konnen wir auch die freie Energie im grolkanonischen
Ensemble berechnen:

(1.54)

dF =dE—-S-dI'-T-dS —S-dl'—p-dV + p-dN.

Damit folgt noch eine dritte Form des chemischen Potentials:

oF

|, (1.56)

M:

Die 'A'quival.(.enz der drei Formel (1.53), (1.55) und (1.56) fiir das chemische Potential wird
auf dem 4. Ubungsblatt weiter diskutiert.

Wir betrachten wieder die Systeme S und R aus Abbildung 1.5. Jetzt soll auch ein
Teilchenaustausch zwischen S und R erlaubt sein. Zusétzlich zu den beiden Gleichgewichts-
bedingungen Ts = Tr und pr = pg, kbnnen wir nun eine dritte aufstellen.

Hs = HR-
Die Hamiltonfunktion ist wieder gegeben durch
H=Hs+ Hgp+ H

wobei der Interaktionsterm H' relativ klein sei. Das System befindet sich in Gleichgewicht,
das heifit 7" und p sind fest. Wir betrachten das Gesamtsystem im mikrokanonischen En-
semble. Genau wie bei der Berechnung des kanonischen Ensembles im Kapitel 1.3 ndhern
wir die Entropie Sr mit einer Taylor-Entwicklung erster Ordnung. Der Unterschied ist, dass
es jetzt auch einen N-abhingigen Term gibt. Wir néhern also Sg(E, N) in erster Ordnung
um (Eiot, Niot), da Es < Fior, und Ng < Niot, und erhalten analog zu Gleichung (1.31)

Q(EtotaNtot ZeX (SR EtOt7NtOt) aSR % - aSR ]VS>

B 8E‘tot kB a]Vtot kB
_ Zex Sr(Etot, Niot) 1 Eg n wNg
p kg Tks ' T kg

= exp (SR Et0t7 Ntot ) Zexp _ UN;’L))

Aus diesem Ergebnis folgt analog zu Gleichung (1.32) die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber
die Zusténde |n)

p(n) = Z,,} exp (— B(E§ — uNg)) (1.57)
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mit der groBkanonischen Zustandssumme
Zgw =Y _exp (— B(EE — uNg)).
Zuletzt definieren wir die groBBkanonische Dichtematrix
Pgk = Z;kl exp (—B(ﬁs — uN5)>.

Der Hut “"” bedeutet, dass es sich um quantenmechanische Operatoren handelt. Hg ist der
Hamiltonoperator und Ng der Teilchenzahloperator. Formal gesprochen ist py;, ein Operator
auf dem Hilbertraum Hg, der definiert ist als

Hs = & Hng=is
>0

wobei ]\75 auf Hy,=; als Ng -1 agiert.
Genau wie beim kanonischen Ensemble ist die Entropie gegeben durch

S =— Zp(n) In(p(n)) = kga%(Tln(ng)).

Nach dem Jaynes-Prinzip der maximalen Entropie hat pgi die maximale Entropie unter
allen Zustédnden mit (F) und (N) fix (sieche Ubungen).

Im kanonischen Ensemble war —[% In(Zy) = (E). Jetzt fithren wir die analoge Rechnung
im grof3kanonischen Fall durch

0 1 0
~ a5 In(Zgy,) = B
1
_TMZ@B exp( 5(En ,uNn))

= Zlgk Z(En - ,Uan) €xp ( - B(En - 'U’N"))

Durch eine analoge Rechnung kann man zeigen, dass

10

N)=—-—1In(Z 1.
und
1 02 1 9(N)
AN)? = ((N — (N)?) = — = In(Zg) = = ——. 1.
(AN = (N = (N))%) = 5555 I Zs) = 570 (1.59)
Damit folgt, dass
— X — .
{N) (N)
Im thermodynamischen Limes gilt zusiitzlich (ohne Herleitung), dass
(E)

Damit ist das groflkanonische Ensemble im thermodynamischen Limes dquivalent zum ka-
nonischen Ensemble, da hier faktische die Teilchenzahl als konstant angenommen werden
kann. Wir definieren noch eine weitere Groflie, das grof3ikanonische Potential ®:

& =F — uN. (1.60)
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Formal ist das eine Legendre-Transformation, die in Kapitel 4.6.4 genauer besprochen wird.
Die Variation des groflkanonischen Potentials ist gegeben durch

d® = dF — N -dp — pu- dN

USY s 4T —p-dv — N -dp. (1.61)

Damit haben wir gezeigt, dass sich das grolkanonische Potential genau dann dndert, wenn
sich T,V oder p &ndern. Das groBkanonische Potential ® (7', V, N) ist also eine Funktion der
Temperatur, des Volumens und des chemischen Potentials. Wir konnen ¢ auch elegant als

b= —kBT ln(ng) (162)

schreiben.

Skalierungsrelationen
Wie skalieren die thermodynanischen Groflen, wenn wir die Parameter des Systems verédndern?

e Entropie S: Wir kénnen uns die Skalierung der Gréflen £, N,V mit einem Faktor A
E—AE, N—= AN, V=)V, (1.63)

(fiir homogene Systeme) vorstellen, indem wir das System A-mal nebenecinander rea-
lisieren. Dabei verdndert sich die Grofle des Gesamtsystems, ein Teilchen nimmt im
Mittel aber noch das gleiche Volumen und die gleiche Energie ein. Wir wissen nun,
dass die Entropie fiir nicht-interagierende Systeme additiv ist. Wir folgern daraus, dass
auch S — AS skalieren muss und schreiben

S(AE,AV,AN) = X- S(E,V,N). (1.64)

Wir nennen S aufgrund von dieser Eigenschaft eine extensive Grofle.

e Temperatur T": Fiir eine identische Skalierung wie in Gleichung (1.63) bleibt die Tem-
peratur konstant. Wir nennen 7' deshalb eine intensive Gréfle. Das lésst sich auf
verschiedene Arten verstehen:

1. Wir haben T definiert durch

T=22 5222 =22 —T,

as d(\S) 0S|
OE  O(\E) OE

Da sowohl E als auch S extensive Groflen sind, bleibt die Ableitung von S nach
FE konstant.

2. Wir konnen das System skalieren, indem wir A identische Systeme nebeneinander
realisieren. Diese besitzen dann logischerweise auch die gleiche Temperatur 7" und
sind damit im thermodynamischen Gleichgewicht mit Temperatur 7.

3. Aus der Fundamentalrelation (1.54)
dE =TdS — pdV + pdN

folgt, dass T', p, u nicht mit X skalieren, da die linke Seite der Gleichung linear mit
A skaliert, aber jeweils auch schon dS,dV,dN.

e Freie Energie F: Aus der Definition ' = E — T'S und Gleichung (1.64) folgt
F(T,\V,AN)=X-F(T,V,N). (1.65)
Im kanonischen Ensemble gilt

OF(T,V,N)

(1.66)
T,N
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Da F und V extensive Groflen sind, hingt p nicht von A ab

Vv
(T AVAN) = p(T.V,N) = p=p (T7 N) , (1.67)

woraus wir folgern, das p nur noch vom Verhiltnis V/N abhégt, sich aber nicht
verdndert, wenn wir V und N gleichermaflen skalieren. Man iiberpriift leicht, dass
das beispielsweise fiir die ideale Gasgleichung (2.7) der Fall ist.

e Groflkanonisches Potential ®: Aus der Definition ® = F — uN und Gleichung (1.65)

folgt
(T, AV, ) = X- (T, V, 1) (1.68)
Damit muss sich ® schreiben lassen als
(T, V,p) =V - f(T, ), (1.69)

wobei die Funktion f nur von T und p abhéngt. Aus Gleichung (1.61) lesen wir ab

0P

“ v, =T

p= = (T, V,p) =—p(T,p)-V (1.70)

1.5 Zusammenfassung

Wir fassen die betrachteten Ensembles kurz zusammen. Alle relevanten Groflen konnen
jeweils durch eine Ableitung der thermodynamischen Funktion fiir das entsprechende En-
semble bestimmt werden.

Extensive Groflen:

S(AE,AV,AN)=X-S(E,V,N)
F(T,A\V,AN)=X-F(T,V,N)
ST, ANV, ) =X-D(T,V, p)
Intensive Grofien:
1_ 08
T OE|,y
oS
—7.22
b V|
oS
/’[/ —_ — T PO
ON BV

Die folgende Tabelle fasst die verschiedenen Ensembles zusammen.

Ensemble mikrokanonisch kanonisch grofikanonisch
Situation isoliert Wirmebad Wirmebad + Teilchenreservoir
FE = konst. T = konst. T, i = konst.
Variablen E VN T,V,N .V,
Zustandssumme Q(E) Zy = tr[exp(—ﬁﬁ)] Zg, = tr[exp(—ﬁ(f[ - MN))]
Dichtematrix Pk = QLY InY(n| | pr = 2,1 exp(—BH) Pgk = Z;kl exp(—B(H — uN))
thermodyn. Funktion | Entropie freie Energie grolkanonisches Potential
S = ]CB IH(Q) F = —kBTln(Zk) o = —kBTln(ng)




Kapitel 2

Klassische Gase

In diesem Kapitel schauen wir uns basierend auf klassischer Mechanik konkrete Vielteilchen-
systeme genauer an. Da Kapitel 1 im quantenmechanischen Formalismus geschrieben ist,
miissen wir zuerst wieder einige klassische Konzepte entwickeln. Dennoch wird klar werden,
dass die klassische Beschreibung nicht die endgiiltige Antwort ist. Manche makroskopischen
Effekte lassen sich nur quantenmechanisch erkliren. Dies wird im Kapitel 3 besprochen.

2.1 Klassische Mechanik versus Quantenmechanik

In der Hamilton’schen Mechanik ist fiir NV Teilchen im 3-dimensionalen Raum der Phasen-
raum I' 6 N —dimensional. Jedes Teilchen wird durch Koordinaten ¢ und Impulse p beschrie-
ben. Insgesamt wird das System also beschrieben durch (g, p) € T mit ¢ = (q1,¢2,...q3n5) €
R3N und p = (p1,po2, ... p3n) € R3*Y. Beachte, dass ¢ und p jeweils 3N-dimensionale Vekto-
ren sind. Anstatt die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

. OH . OH

qi = 5pi7 pi = _6qi

aller Teilchen zu verfolgen, wollen wir zuerst das mikrokanonische Ensemble anschauen,
wofiir wir die Zusténde (approximativ) fester Energie brauchen.

pu

(approximativ) konstante Energie

Abbildung 2.1: Phasenraum

Mikrokanonisches Ensemble Alle Zustinde (g, p) mit H(q,p) = E sollen fiir konstan-
tes E als gleich wahrscheinlich angenommen werden. Wenn wir innerhalb einer Schicht im
Phasenraum mit endlicher Dicke AE mit approximativ konstanter Energie F € [E, E+ AE)
allen Zustédnden die gleiche Wahrscheinlichkeit zuordnen, ergibt sich die klassische mikroka-
nonische Verteilungsfunktion p,,.x(q, p)

Q' fiir H(q,p) € [E,E+ AE
pmk(qap) = { 0 sonst (q p) [ ]

26
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Im Grenzfall einer unendlich diinnen Schicht AE — 0 ergibt sich dann fiir die (klassische)
mikrokanonische Verteilungsfunktion

pmik(q,p) = Q" '6(H(q,p) — E). (2.1)

Die Konstante €2 folgt aus der Bedingung, dass p,,x iiber den Phasenraum normiert ist

/demk =1. (2.2)
r

Beachte, dass es sich bei p,,; hier um eine klassische Funktion handelt und nicht mehr um
einen Dichteoperator. Um die Normierungsbedingung (2.2) zu erfiillen, definieren wir das
Volumenelement dI' als

N
1 1 i e
a = pavida 0 = ey L1 4°G &P (23)
=1

Es ist zu beachten, dass dq und dp hier implizit alle N Teilchen mit jeweils drei Koordinaten
beinhaltet. Dabei bezeichnet

h=2nh~6,626-10"3*]s
die Planck-Konstante. Fiir diese Definition gibt es keine strikt klassische Herleitung; die
einzelnen Teilchen sind schlussendlich quantenmechanisch. Einige Bemerkungen:

e Der Faktor h =3 sorgt dafiir, dass h > dq dp dimensionslos ist — und durch die Nor-
mierung damit auch p,x-

e Der exakte Wert von h ist typischerweise irrelevant fiir die Berechnung von makrosko-
pischen Groflen, da er bei einer Ableitung von In(Z,,;) herausfillt.

e A3 kann man wegen der quantenmechanischen Unschiirfe als Phasenraumvolumen eines
einzelnen Teilchens verstehen.

e Der Faktor (N!)~! begriindet sich durch die Ununterscheidbarkeit von quantenme-
chanischen Teilchen. Vor der Entwicklung der Quantenmechanik war dies auch als
Gibb’sches Paradoxon bekannt. Dies wird in Kapitel 4.7.1 ausfiihrlicher besprochen.

e Eine Herleitung des Volumenelements dI” folgt rigoros mit dem klassischen Limes aus

quantenmechanischen Betrachtungen.

Kanonisches Ensemble Im kanonischen Ensemble erhilt man fiir die kanonische Zu-
standssumme und die entsprechende klassische Verteilungsfunktion im Phasenraum

N
]. — =
2¥ = oy [ 115 5 exv(-pH(a.p)
i=1

o (g,p) = (ZD) " exp(—BH(g,p))

Qualitativ kann man sich hier vorstellen, dass jeder Punkt im Phasenraum einen méglichen
Zustand darstellt und wir dann ein Integral (vorher eine Summe) der Funktion exp(—SH)
iiber alle moglichen Zustdnde berechnen.

Auch hier taucht die Konstante A auf, die man klassisch nur dadurch erklaren kann, dass
sie Z dimensionslos macht. Quantenmechanisch folgt der Vorfaktor mathematisch rigoros
im klassischen Limes i — 0, siehe folgendes Argument.

Quantenmechanisches Argument

In der Quantenmechanik ist der Hamiltonoperator eines einzelnen Teilchens
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Die Zustandssumme ist dann gegeben durch

7} = tr[exp(—ﬁf[)]

(o)
< ir ey (—ﬁf;) ex (= V(@) | + O

wobei O(h) fiir Terme steht, die maximal wie 7 skalieren. Dabei wurde im letzten Schritt
die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

exp(A) exp(B) = exp(A+ B + = [A Bl+..)

verwendet. Insbesondere sei hier angemerkt, dass fiir Operatoren (und Matrizen) allgemein
exp(A + B) # exp(A) exp(B) gilt. Da [p,q] = ik, ist die Abweichung der Zustandssumme
nur von der Groflenordnung O(h), welche im klassischen Limes i — 0 verschwindet.

Aus der Quantenmechanik kennen wir bereits die Orts- und Impulsbasis aus Eigen-
zustédnden zum Orts- und Impulsoperator, §|g) = ¢|¢) und p|p) = p|p). Die Basis ist jeweils
normiert mit (p'|p”) = §(p' —p”) und (z'|2") = §(2’ —2""). Die Orts- und Impulsbasis erfiillen

die Vollstandigkeitsrelation
/@M /@m

und wir kénnen die Spur schreiben als

el = [ dalal 1o

Die Verkniipfung zwischen Orts- und Impulsbasis héingt letztlich mit dem Kommutator von
q und p zusammen und es gilt

_ etPa/h
(alp) NorT

Es ist wichtig, reelle Zahlenwerte (F, g, p) strikt von dazugehorigen Operatoren (H ,4,Dp) zu
unterscheiden. Man kann einen Operator nur in einen reellen Eigenwert umwandeln, indem
man ihn auf einen entsprechenden Figenzustand anwendet.

Im ein-dimensionalen Fall ergibt sich die Zustandssumme damit zu

Zh = /dq (q| exp (—ijl) exp (— BV(9)]q) + O(h)
=1/dlep(—6V%®)@kmp(—
= [t e (- vi)al [ a i (~52) [ a1 1)+ o

L0 LD

=1 =1

==/dq@nqupﬂﬂM%mm—ﬁV@»@ﬂwp( Ag)w>+0()

/mw)ma
F[adr oo (-5 (2 +vi) ) +om.

In drei Dimensionen wird der Vorfaktor 1/h% statt 1/h. Die Zustandssumme fiir N unun-
terscheidbare Teilchen ist dann

N _ @)Y 1 o s
2y =i = i | [[ 4 4% exp(-5H(a.p),

A2

Bme) la) + O(R)

:6(p7p )exP( B zm)

>emﬂ—ﬁVhD%MP<—ﬁp2>—+OUU

2m

:-\H <
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wie behauptet. Das schauen wir uns als néchstes fiir einfache, konkrete Beispiele an.

2.2 Ideales Gas

Wir betrachten im Folgenden ein System von N wechselwirkungsfreien Teilchen innerhalb
eines Volumens V.

Abbildung 2.2: Ein ideales Gas in einem Container

Der Hamiltonoperator eines einzelnen Teilchens ohne Wechselwirkung ist ortsunabhéngig
gegeben durch die kinetische Energie

ﬁZ

2m
Die Zustandssumme fiir ein Teilchen ist dann

1 1 3 = 13 = ﬁ2
Zp(V.T) = 35 | qd°F exp ( =5

2m

2
= %/d%j’. H /dpa exp (—ﬁgiﬂ) . (2.4)
=V

ac{z,y,z}

Das Integral iiber die Ortskoordinaten ergibt das Volumen V. Da p? = p? + pz + p? gilt,
kann man das Integral iiber die Impulskoordinaten fiir jede der drei Koordinaten identisch
als GauB-Integral schreiben, wobei

/dm exp(—az?) = \/Z

mksT\*? vV
27h? Bt

Dabei definieren wir A als die thermische de-Broglie-Wellenléinge

[ 2mh?
A= . 2.

Wie man diese Grofie physikalisch interpretieren kann, werden wir im néchsten Kapitel
diskutieren. Das % in der Definition ist wieder ein Zeichen dafiir, dass wir im klassischen
Limes einer Quantentheorie arbeiten. Bei der Berechnung von makroskopischen Groflen fillt
das A dann typischerweise wieder weg.

Damit ergibt sich

Zé(v,T>V(

Bisher haben wir erst die Zustandssumme fiir ein einzelnes Teilchen berechnet. Da wir
ein wechselwirkungsfreies System betrachten, ist die Zustandssumme fiir IV Teilchen gegeben

durch ( 1)N N3N
Z VAN
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2.2.1 Ideale Gasgleichung

Mit der berechneten kanonischen Zustandssumme 2 ,JCV konnen wir nun makroskopische, phy-
sikalische Groflen berechnen. Die freie Energie

F = —kgTn(ZY)
ergibt den Druck

_or| _ 0
oVl oV

o VN)\f?;N

= kBT% (NIn(V) — 3N In(\) — In(N))
= NkgTV L.

p= kpTIn(Z})))

Wir erhalten also wieder die ideale Gasgleichung

pV

— = Nkp. 2.7

T B (2.7)
Das mathematische Resultat entspricht genau der thermischen Zustandsgleichung aus der
phénomenologischen Thermodynamik, die fiir nicht zu hohe Dichten gut mit experimentellen
Beobachtungen von Gasen iibereinstimmt. Dies ist auch eine Bestétigung dafiir, dass unsere
Definition der Temperatur (1.14) sinnvoll ist und der “Alltagsdefinition” entspricht.

Abbildung 2.3 zeigt einen genaueren Vergleich der idealen Gasgleichung mit experimen-
tellen Beobachtungen von realen Gasen. In Abb. 2.3(b) erkennt man, dass die ideale Gas-
gleichung bei niedrigem Druck bis auf kleine Korrekturen mit den experimentellen Daten
der beobachteten Gase gut iibereinstimmt. Bei hohem Druck zeigt sich in Abb. 2.3(a), dass
die ideale Gasgleichung dort keine Giiltigkeit mehr besitzt und die Teilchen der betrachteten
Gase nicht mehr als wechselwirkungsfrei und punktformig angendhert werden kénnen.

2.5 1.02
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(= o
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0.5 0.94 —,
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0 0.92
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(a) PV/nRT at high pressures (b) PV/nRT at low pressures

Abbildung 2.3: Vergleich von realen Gasen mit einem idealen Gas, externe Quelle!.

Einige weitere Bemerkungen:

e In SI-Einheiten ist pV /T fiir typische Systeme von der GréBenordnung O(1). Mit dem
Wert kp ~ 1,38 - 10723J /K ist es also plausibel, dass wir typischerweise Systeme mit
N = 10?3 Teilchen betrachten.

I Anon, 2023. Real Gases — Deviations from Ideal Behavior. https://chem.libretexts.org/@Qgo/page/21767
(abgerufen am 29.10.2024).
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e Kine alternative Schreibweise der idealen Gasgleichung, die in der Chemie hiufig ver-
wendet wird, ist
PV _
=
mit n = N/N4 und R = Nakp ~ 8J/(K mol). Dabei bezeichnet N4 ~ 6-10%3 = 1mol
die Avogadro-Konstante. Sie ist definiert als die Anzahl von Atomen in 12g '2C-
Kohlenstoff.

nRk

e Die mittlere Energie (E) eines idealen Gases ist gegeben durch

0 6 0 VN 3N
(B) = 55 n(Z) 29 g5 (N! )
0 (2.5) 0 2mh?
3.0
= QN% ln(ﬁ)
= %Nk’BT

Da sich jedes Teilchen in allen drei Dimensionen bewegen kann und alle Richtungen
identisch sind, trdagt jeder Freiheitsgrad

1
—NkgT
5 VkB

zur Energie bei. Es ist zu bemerken, dass so wie behauptet alle Terme mit h oder h
bei der Ableitung nach 8 verschwinden.

e Wir kénnen damit die thermische de-Broglie-Wellenlédnge auch physikalisch interpre-
tieren. Die mittlere Energie pro Teilchen ist gegeben durch

p2

2m

(E) 3 !
N - QkJBT =
wobei p ~ v/mkgT den Impuls eines Teilchens mit eben dieser mittleren Energie be-
schreibt (und nicht notwendigerweise den mittleren Impuls). In der Quantenmechanik-
Vorlesung hatten wir die de-Broglie-Wellenlénge als Agqg = h/p definiert. Setzt man
hier p ein, so stellt man fest, dass diese Definition bis auf einen konstanten Vorfaktor
auch mit der gefundenen thermischen de-Broglie-Wellenldnge in Gl. (2.5) tibereinstimmt.

e Die Wirmekapazitéit ist gegeben durch

E
OF) _ 3 Ny,

“v=or|, "2

e Eine Grofe fiir die der Normalisierungsfaktor (h3N!) nicht verschwindet, ist die Entro-

pie:
S = 2 (kyTn(z0)
~ogr BT Ak
VN)\—SN o VN)\—?)N

(1.22) %4 3 0 27 h?
~ N Inl —= 1) — =NkgT—1
kB<n<N>\3)+ ) VT 5 n(kaT)

|4 5
= N]CB (111 (W) + 2)

Dieses Resultat ist bekannt als Sackur-Tetrode-Gleichung. Im Faktor A3 steckt noch
ein i und verweist damit auf die zugrundeliegende Quantentheorie. Die Entropie ist



KAPITEL 2. KLASSISCHE GASE 32

aber nicht direkt messbar. Wir kénnen nur die Entropieéinderung iiber die Temperatur
und Wiarmekapazitit messen

™ Cv(T)

AS =
rn T

dr,

wobei das i wieder wegfillt. Fiir Systeme mit einer Mischung aus verschiedenen Ato-
men wird der Normierungsfaktor aber relevant sein (siehe Kapitel 4).

2.2.2 Groflikanonisches Ensemble
Auf dem Ubungsblatt 4 wird bewiesen, dass

Zor(n, V,T) = exp(BuN) Z(N, V,T).
N

Damit ist die groBkanonische Zustandssumme eines idealen Gases

N 3N [e’e) N
Zgk(p, V,T) = Z exp( ﬁuN)V AT -y % (eXP(W/)

N>0 N>0 >
1%
= exp (exp(ﬁu)ﬁ> :

Wir in Kapitel 1.4 gezeigt, lassen sich die mittlere Teilchenanzahl (N) und deren Varianz
(AN)? wie folgt berechnen

() = 5 3 () = “2ET (25)
(ANP = 52 (V) = 5 555 exp(Bn)
_ BV oy (2.9)

23
Damit gilt in diesem expliziten Beispiel also auch wieder

AiN ~ 1 (N)—o0
(N) (N)

wie es schon allgemein in Kapitel 1.4 gezeigt wurde. Das heifit die Teilchenzahlfluktua-
tionen werden im thermodynamischen Limes verschwindend klein gegeniiber der mittleren
Teilchenzahl. Aus Gleichung (2.8) folgt, dass

i =kgTIn (A?"(/M) .

Das bedeutet aber, dass 4 < 0 wenn A\* < V/N. Es ist nicht sehr intuitiv, sich einen
negativen Wert fiir das chemische Potential vorzustellen. Die Definition des chemischen
Potentials aus Gleichung (1.55)

oE

“= N

S,V

liefert eine Erkldrung. Das chemische Potential ist definiert bei fester Entropie und festem
Volumen. Das heifit, wenn wir ein Teilchen zum System hinzufiigen, gibt es mehr mogliche
Zusténde, und deshalb muss sich die Energie verringern, um die Entropie konstant zu hal-
ten, und die Ableitung der Energie nach der Teilchenzahl, also das chemische Potential, ist
negativ.
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2.3 Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Bisher haben wir nur makroskopische Eigenschaften des Gases betrachtet. In der kineti-
schen Gastheorie kénnen wir mithilfe der statistischen Methoden auch die mikroskopische
Dynamik verstehen. Dafiir ist immer noch die Zustandssumme ein zentrales Objekt. Die
Zustandssumme eines einzelnen Teilchens mit Masse m ohne Wechselwirkung ist nach Glei-
chung (2.4) gegeben durch

2= X [ e [ ape fﬂﬁ
S q D exp om |

Das Ortsraumintegral [ d3q ergibt wieder V. Mit der klassischen Relation p = m# folgt

d3p = m?3 - &3¢ und somit
m3V Bmi?
Zp = 3y - .
a (QWH)?)/dvexp( 5 )

In Kugelkoordinaten integrieren wir statt iiber kartesische Koordinaten iiber den Betrag der
Geschwindigkeit und den Raumwinkel

A3 = v2dv dSQ.

Damit ist die Zustandssumme

3 2
1. mV 9 Bmu
Z, = (27rh)3/dﬂ/dvv exp (— 5 )
=4

=f(v)C~tdv

Dabei kénnen wir f(v) als eine Wahrscheinlichkeitsdichte der Geschwindigkeit interpretieren.
Die Konstante C wird benotigt, damit diese die Normierungsbedingung

/Ooodvf(v) =1

erfiillt. Fiir die Berechnung der Normierungskonstanten C' werden wir die Identitét

o0 n x? a®t1(2n — 1!

brauchen. Dabei bezeichnet “!!” die Doppel-Fakultét

n/2]-1
nll = H (n — 2k).

k=0

Wir berechnen die Normierungskonstante C' also zu

oo B o 5 Bmv?\ (2.10) V7T [ 2 B/QL
/0 dvf(v)—C’/O dv v exp(—2> = C’T (Bm) =1

9 m O\ 32 m 3/2
= ¢= V2T <k‘BT) = dm (27T]€BT) '

Damit ist die Verteilungsfunktion gegeben durch

3/2
f(v) =4rm (QWZBT) v? exp (_ﬁr;wz) . (2.11)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist bekannt als Maxwell-Boltzmann-Verteilung und be-
schreibt den Anteil von Teilchen mit einer Geschwindigkeit v* € [v,v + dv]. Die mittlere
Energie (E) berechnet sich nach der klassischen Beziehung

m

(B) = Z(0?).
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Dabei gilt
W)= [ does)
0
3/2 poo 2
m Bmu
=4 dv vt -
7T(zkaT) /0 vy eXp( 2 >
3/2 5/2 oy
(2;0) A7 m Nz M 37 = 3@
2rkpT m 23 m
und somit

3
(B) = ShsT.

Mit dieser statistischen, mikroskopischen Betrachtung finden wir also genau die gleiche mitt-
lere Energie wie mit der makroskopischen Rechnung in Kapitel 2.2.1. Einige Bemerkungen:

e Die normalerweise komplexe Boltzmann-Gleichung (Integro-Differentialgleichung in
der kinetischen Gastheorie) wird im Gleichgewichtszustand gelost durch die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung.

e Wir werden in den Ubungen sehen, dass diese Herleitung auch fiir interagierende Ha-
miltonoperatoren H = m#2/2 + V() funktioniert, solange das Potential V' (§) rotati-
onssymmetrisch ist.

2.4 Diatomiges Gas

Jetzt betrachten wir ideale Gase mit weiteren inneren Freiheitsgraden. Dazu verwenden wir
ein einfaches Modell: zwei Massen, die durch eine Feder verbunden sind. Neben der Transla-
tion gibt es dann noch zwei weitere Bewegungsmoglichkeiten: eine harmonische Oszillation
entlang der Symmetrieachse und Rotationen um die zwei Achsen senkrecht dazu. Die Rota-
tion um die Symmetrieachse wird vernachléssigt (da diese eine viel niedrige Energie besitzt,

siehe spiter).

Abbildung 2.4: Ein diatomiges Gas

Wir nehmen an, dass alle Freiheitsgraden unabhéngig voneinander angeregt werden kénnen.
Die Zustandssumme ist dann gegeben durch das Produkt der Zustandssummen fiir die ein-
zelnen Moden

Z"iot _ Z]irans . Z,EOt . Zzib’
wobei Z™" die Zustandssumme des idealen Gases ist, die wir schon bestimmt haben. Um die
Zustandssummen fiir die Vibration und Rotation zu berechnen, brauchen wir die zugehérigen
Hamiltonoperatoren. Der Hamiltonoperator fiir die Vibration (Schwingung) ist

2
b mo2 2
Hvi = 5 -~ 5
P o T
wobei p?/2m den kinetischen Teil und mw?x?/2 den potentiellen Teil der Energie darstellt.

Damit ist die Zustandssumme der Vibration gegeben durch

: 1
Z,‘C”b = — /dx dp exp(—BHyin)

h
_1 B 22/ Y
—h/dxexp< 2mou:z:) dp exp 52m
RV =
kgT _
= == = (Bhw)™!
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Damit kénnen wir die mittlere Vibrationsenergie berechnen

. _ 0 viby _ 1 0 vib
<EV1b> - aﬂ 1n(Zk: ) - Z]Zib aﬂ k
1 1

Der Anteil der Vibration an der Wiarmekapazitét ist also
Cy® = kg.

Wir hatten vorher festgestellt, dass jeder Freiheitsgrad kp/2 zur Wirmekapazitéit beitrigt.
Fiir die Vibration ist es nach dieser Herleitung nicht ganz klar, wo es hier zwei Freiheitsgrade
gibt. Es gibt hier jedoch die zwei Komponenten (potentielle und kinetische Energie) und wie
bei der mittleren Translationsenergie jede Richtung tragt jeder Term %k g1 zur Energie bei.

Abbildung 2.5: Ein diatomiges Gas

Als néchstes rechnen wir die Zustandssumme fiir die Rotation aus. Der Einheitsvektor € in
Richtung der Symmetrieachse ist in Kugelkoordinaten gegeben durch & = (cos ¢ sin 9, sin p sin ¢, cos ).
Die Lagrangefunktion des Systems ist durch die kinetische Energie gegeben

1 .
Lot = 51(192‘ + sin?(9)¢?), (2.12)

mit dem Trégheitsmoment
I= / d37 p(7) 72,
v

wobei p(7) die Dichte und 72 der Vektor ist, der senkrecht von der Symmetrieachse aus zu
einem Volumenelement verldauft. Nach der klassischen Mechanik ist die Hamiltonfunktion
gegeben durch

Hrot = 192719 + Sopgp - Erota

wobei wir die kanonisch konjugierten Impulse einfithren

_ 8‘Crot und _ 6ACJ[‘ot
by = 819 Dy = 8(,0 .
Damit berechnen wir durch Einsetzen von Gl. (2.12)

2 2 2 2
Dy yor 1 _py . 9 Py

Ho =+ —T%——--I-="2 -1 v

TT T Isin(9) 212 S )
P Py

= + —"
21 2Isin®(0)
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Mit der Hamiltonfunktion kénnen wir jetzt die Zustandssumme berechnen

Zpot = 7 /dl? dey dpy dpy, exp (—BHyot)

2
Py _ P
/dz? d dpy dpy exp ( 52[> =P (2] sin2(19)>

2 2 I 2
77 d19 2m ] sin”(9) sin? dy
2 I
(2 h) ; 271'/ dy sind
™ 0
21
Bh?

Mithilfe der Zustandssumme l&sst sich nun die mittlere Rotationsenergie berechnen

1 9 o BR 21 1

a rot
m(Z") = = 7R T ol w32

- op
1
=— =kgT
B B

<Erot>

Der Anteil der Rotation an der Wiarmekapazitéit ist dann ebenfalls
C' = kp.

Es gibt zwei Rotationsfreiheitsgraden, und wieder tréigt jeder Freiheitsgrad %k g1 zur Ener-
gie bei. Da wir angenommen haben, dass Translation, Rotation und Vibration unabhéngig
voneinander sind (Zj°t = Zjrars . th ZVb) gilt

7
<Et0t> = <Etrans> + <Erot> + <Evib> = ikBT

und die Warmekapazitit des gesamten Systems ist
Ctot - kB

In der Realitét ist die Warmekapazitét temperaturabhéingig und C{°* = %ij ist nur der
Hochtemperatur-Grenzfall. Abbildung 2.6 zeigt die Wirmekapazitéit als Funktion der Tem-
peratur. Fiir niedrigere Temperaturen unter 5000 K (!) spielen Quanteneffekte eine Rolle
und es kommt zum Ausfrieren von Freiheitsgraden, mehr dazu im Kapitel 3.4.

Ciet
kp
7|
2
: Oszillation
st NN
2 ‘ T
3 Y l
2 | |
Translation 3 3
0 - -
0 200K 5000K T

Abbildung 2.6: Ci°*/kp gegen T
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2.5 Interagierendes Gas

Bis jetzt haben wir uns nur Systeme aus wechselwirkungsfreien Teilchen angeschaut. Jetzt
wollen wir verstehen, wie sich das System &ndert, wenn wir interagierende Teilchen betrach-
ten. Diese kénnen wir durch den folgenden Hamiltonoperator beschreiben, indem wir zur
kinetischen Energie einen Potentialterm hinzufiigen

N
=Y i +3 Ulay), (2.13)

2m —
7>

wobei ¢;; = |g; — q;| der Abstand zwischen zwei Teilchen ¢ und j, und U(g;;) das Potential
der Interaktion zwischen ihnen ist. Wir nehmen hier an, dass alle Teilchen mit allen anderen
Teilchen interagieren. Um die Interaktionen nicht doppelt zu zédhlen und da ein Teilchen
nicht mit sich selbst wechselwirkt, lduft die Summe nur iiber alle Paare (i, j), fiir die i < j
gilt.

Fiir ungeladene Teilchen ist unsere qualitative Erwartung an den Verlauf des Potentials U:

1. Auf kurzen Distanzen gibt es eine starke AbstoBung zwischen den Atomen aufgrund
des Pauliprinzips.

2. Auf groen Distanzen wirkt die attraktive Van-der-Waals-Wechselwirkung, welche mit
¢~ skaliert. Diese Skalierung gilt, da ein Atom mit dem spontan entstandenen Di-
polmoment p; ein elektrisches Feld E o p;1qg~3 verursacht, welches in einem anderen
Atom im Abstand ¢ ein Dipolmoment py o< E o p1g~2 induziert. Damit ergibt sich
die potentielle Energie zwischen den Atomen Ep.t o pipag > o ¢~ %. Bemerke dass
es sich dabei nicht um permanente Dipolmomente, sondern um von Quantenfluktua-
tionen induzierte Dipolmomente handelt, sowie dass die Atome keine Gesamtladung,
sondern nur ein Dipolmoment tragen.

Ein hiufig verwendeter Ansatz, der diesen qualitativen Verlauf des Potentials beschreibt, ist

das Lennard-Jones-Potential
q 6 g 12
v (7) +(3) -
q q

Wir werden das einfachere Hartschalenmodell

Ui =1 1= (2.14)
q) = 6 :
-Uy (qf) q>qo

verwenden, wobei Teilchen nicht nédher als gg aneinander kommen koénnen.

Abbildung 2.7: Zwei Teilchen im Hartschalenmodell

2.5.1 Virialentwicklung
Fiir wechselwirkungsfreie Teilchen gilt die ideale Gasgleichung (2.7)

p N

kpT V'
Unsere Intuition ist, dass die ideale Gasgleichung fiir kleine Teilchendichte N/V eine gute
Néherung ist, da die Teilchen dann weit voneinander entfernt sind und kaum wechselwirken.
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Ul(q)

verboten

Abbildung 2.8: Das Potential U im Hartschalenmodell

Wir moéchten nun allerdings Korrekturterme hinzufiigen und verwenden dafiir eine soge-
nannte Virialentwicklung: wir entwickeln p/kpT in Potenzen von N/V in Abhingigkeit
vom Potential

= L (F) =% +mam) (J;)Q + By(T) (5)3 b @)

Damit die Virialentwicklung fiir kleine Dichten in erster Ordnung wieder die ideale Gasglei-
chung ergibt, muss fiir den ersten Koeffizienten gelten

Bi(T) = 1.

Das Ziel der Rechnung ist hier, den Virialkoeffizient B2(T') zu bestimmen. Diese Rechnung
wird uns zur Van-der-Waals-Gleichung fiihren.

Wir fangen mit der kanonischen Zustandssumme an, in der wir nun den Hamiltonopera-
tor (2.13) einsetzen

N
1 S 3o
Zy(N,V,T) = W/Hd?’%‘ d*pi exp(—BH)
Y=l

N 2 N
1 . pj -
= W/Hcﬁpi exp | —p E 727; '/Hd3Qi exp —BE Ulqjr)
' i=1 j i=1

k>j

N
1 —
= VNI /HdBQi exp | =B Ulgjr) (2.16)
Y=l

k>j

Das Ortsintegral lésst sich nicht offensichtlich 16sen. Ein erster Ansatz konnte eine Kum-
mulantenentwicklung sein: eine Taylor-Entwicklung in Potenzen von —33, j U(gjx). Wir
schreiben dafiir

2
exp (=B Ula) | =1-8 Y Ulaw) + 5 3 Ul)Ulam) + -+
k>j k>j 712>>Jl

Fiir eine Taylorentwicklung miissen wir in einer kleinen Gréfle entwickeln, damit die Summe

ik —0
der Taylorentwicklung konvergiert. In unserem Fall gilt nun aber U(g;x) D70 0. Die

Entwicklung divergiert also fiir kleine g;;. Wir verwerfen deshalb diese Idee und verwenden
stattdessen eine Entwicklung in Potenzen von

f(q) = exp(—pU(q)) — 1.

f(q) bezeichnet die Mayer f-Funktion, welche nun nicht mehr divergiert, sondern die
Eigenschaften

q—0 q—o0

fl@) — -1 und f(qg) ——0
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besitzt. Wir definieren
fie = flaix) = f(lg; — axl)-

Jetzt konnen wir schreiben

exp | =8 Ulg) | = [[ exp (=BU(a))

k>j k>3

H(1+fjk)

k>j

=14> fic+ > finfim+

k>j k>j
m>1

Dies konnen wir einsetzen in Gleichung (2.16) und erhalten

Zy(N,V,T) A3NN'/Hd3 L+ > fin+ ) fiwfim+ - (2.17)

k>j k>j
m>1

Der erste Faktor liefert fiir jedes Integral das Volumen V, und damit insgesamt V7.
Der zweite Faktor N
J ey s
i=1 k>j

hat eine Summe mit insgesamt N (N — 1)/2 Termen. Im thermodynamischen Limes kénnen
wir nihern: N(N —1)/2 ~ N?/2. Die folgende Rechnung ist fiir jeden Term gleich, weshalb
wir zunichst die Summe weglassen und am Ende mit N?/2 multiplizieren. Alle N — 2
Integrale [ d3q,, mit m ¢ {j, k} ergeben das Volumen V

N
ST £ =v>2 [ @6 & fap)

i=1

Um das verbleibende Integral zu 16sen, fithren wir die relativen Koordinaten

—_

—
—

Q=3(+aq) uwd ¢=qj—qg

[\V]

ein, und integrieren {iber Q und ¢, statt ¢; und ¢i. Streng genommen ist dies eine Approxi-
mation, da wir die Integralgrenzen leicht &ndern, aber die Abweichung ist vernachlédssigbar
klein und wir erhalten bei der Integration iiber () noch einmal das Volumen

N
[T & fumvy2ov [ @5
=1
N N2
= /HdS‘j%ijk ~ o vt /d3§f(Q)-
=1

k>j

Setzen wir dieses Resultat in Gleichung (2.17) ein, so erhalten wir

Z,(N,V,T) ~ /\dNN‘ ( /dgqf )
(2 6) Zldeal(N VT <1+/d3qf ) (2.18)
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Um eine Zustandsgleichung fiir das interagierende Gas zu erhalten, betrachten wir zunéchst
den Druck

p=-— 2—5 - a?/( kT n (Z4(N,V,T))) ]
kaT% <ln (Z}4*((N,V,T)) + In (1 + ]2\7—; d3q flq) + - )) ]
- (2.19)
Wir fordern nun, dass .
g < N72 < (/ d3(jf(q)> ~ qlg' (2.20)

wobei das exakte Integral natiirlich von der exakten Form des Potentials abhéngt, aber
ungefihr wie ¢g skaliert. N/V ist dabei die Dichte des Gases und 1/¢3 kann als Dichte
eines Systems, in dem sich alle Atome beriihren, verstanden werden: eine Fliissigkeit. Die
Néherung ist also nur dann gerechtfertigt, falls die Dichte klein genug ist und das System
sehr , weit “ vom Zustand einer Fliissigkeit entfernt ist. Wir kénnen dann folgende N&herung
verwenden

In(l+2z)~z, firl|z]<1.

N 0 (N? "
pszT(V—i_aV(QV/dSQf(q))

und erhalten damit

T+...)

und somit

kBT V—f/d?’*f ( >+ (2.21)

=B> (T)

In dieser Gleichung wird auch wieder ersichtlich, warum die Bedingung (2.20) gelten muss.
Ist ndmlich die Dichte zu grof}, spielt die quadratische Ordnung der Entwicklung eine grofiere
Rolle als die urspriingliche ideale Gasgleichung. Terme héherer Ordnung verschwinden dann
nicht unbedingt und unter Umsténden divergiert die Entwicklung.

2.5.2 Van-der-Waals-Gleichung

In diesem Kapitel schitzen wir By(T') fiir das Hartschalenmodell im Hochtemperaturlimit
qualitativ ab.

Gleichung (2.21) stimmt qualitativ mit unserer Erwartung iiberein. Ist das Potential
positiv (Abstofung), wird f negativ und der Druck nimmt zu. Ist das Potential negativ
(Anziehung) so wird f positiv und der Druck nimmt ab. Der Virialkoeffizient

Ba(T) =~ [ 710

bleibt auszurechnen. Setzen wir das Hartschalenmodell aus Gleichung (2.14) ein, so erhalten

wir
0 oo 6
/dsgf(Q):4w/q dqq2(071)+47r/ dqq2<exp<ﬂUO <6]0> >1>7
0 q0 q
N————

=T

wobei wir wieder in Kugelkoordinaten transformieren und die Rotationssymmetrie ausnut-
zen. Fir x < 1 gilt:
exp(z) = 1+ z.
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Im Hochtemperaturgrenzfall 8 < 1 konnen wir also ndhern

q0 o] 6
/dSCj'f(q) ~ —41 dg¢® + 4w dq ¢*BU, (%;)
0

q0

a0 47TUO o
= —4r dq ¢* + 6/ dgq*
/O q4q kgT 90 “ qq

_41 3 47TUO 3
3(10 3kBTqO

- 47Tq8 U() 1
3 \ksT

wobei wir den Kohisionsparameter

27mq3 Uy
a=—-
3
und das Kovolumen
_ 27rq8
-3

definiert haben. Der zweite Virialkoeffizient fiir das Hartschalenmodell ist damit gegeben
durch

b

_ 2ngd U\  2a
By (T) = 3 (1 k:BT>kBT 2b (2.22)

Die Virialentwicklung inklusive der zweiten Ordnung nach Gleichung (2.21) lautet damit
po_N (N (2na 2madUs
ksT V.~ \V 3 3kpT
pV N a
= =1-= —-b]. 2.23
NkgT Vv <kBT ) (2:23)

Losen wir Gleichung (2.23) nach kgT auf, so erhalten wir

_(pV N N\t
ot = (20 (10

Da wir schon fiir die Herleitung der Virialentwicklung die Bedingung (2.20), also N/V <«
4y >, gefordert haben, gilt fiir z = bN/V also |z| < 1 und wir kénnen die Approximation

1
—— &= 1l—z, izl
x

verwenden und es ergibt sich

o= (o4 (5) ) - (%-0) o2

Diese Erweiterung zur idealen Gasgleichung heifit Van-der-Waals-Zustandsgleichung.
Sie kann alternativ formuliert werden als
k‘BT a

v—>b 0?2’

p:

wobei v = V/N das normalisierte Volumen ist. Zur Interpretation:

e Der Kohésionsparameter a stellt eine Druckreduktion aufgrund der attraktiven Wech-
selwirkung der Teilchen dar. Diese Druckreduktion ist proportional zu v—2 und damit
proportional zur Anzahl von Teilchenpaaren N(N —1)/2 ~ N?2/2.
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Abbildung 2.9: Verschiedene Grofien im Hartschalenmodell

Das Kovolumen b reduziert das effektive Volumen des Gases aufgrund der effektiven
Grofe der Teilchen im Hartschalenmodell. Es fillt auf, dass das Kovolumen nicht dem
Volumen eines einzelnen Atoms 47 (go/2)/3 entspricht. Schaut man sich Abbildung 2.9
nochmal genauer an, bemerkt man, dass das sowieso nicht exakt das Volumen ist, das
durch ein einzelnes Teilchen fiir andere Teilchen blockiert wird. Stattdessen muss man
das Volumen €2 betrachten, innerhalb dessen sich kein weiterer Mittelpunkt eines ande-
ren Atoms im Hartschalenmodell befinden kann. Aber auch dieses Volumen entspricht
nicht b, sondern es gilt b = Q/2.

Um den Faktor 2 in 2 = 2b zu verstehen, miissen wir verstehen, wie viel Volumen
den Teilchen wirklich zur Verfiigung steht, um sich zu positionieren. Dazu stellen wir
uns vor, dass wir N Teilchen einzeln nacheinander ins System bringen und berechnen,
wie viel effektives Volumen fiir jedes neue Teilchen zur Verfiigung steht. Das effektive
Volumen fiir das erste Teilchen ist V. Fiir das zweite Teilchen ist dann noch V' —€ iibrig.
In der kanonischen Zustandssumme des idealen Gases hatten wir den Faktor V2V /N!.
Fiir N interagierende Teilchen ergibt sich nun stattdessen ein reduziertes Volumen, in
dem man die Atome positionieren kann und damit unterschiedliche Zustédnde erhélt.
Das lésst sich durch das effektive Konfigurationsvolumen beschreiben

N N
1 VN N(N+1)Q (226) 1 NQ
mll(vmm‘m(lzv+“') ~ m<V2> - (225)

" m=1

Um die Approximation im letzten Schritt zu verstehen, berechnen wir fiir Q < V'

(V - N(;)N = EN: (Z) yN-—m (—Ng)m ~ VN - (]D VN—lNTQ. (2.26)
~——

m=0
=N

Fiir N > 1 gilt N(N + 1) ~ N? und damit in erster Ordnung in Q offensichtlich
Gleichheit mit Gleichung (2.25) und wir kénnen effektiv so rechnen, als hitte jedes
Teilchen ein Volumen V' — Nb mit b = /2 zur Verfiigung,.

Einige weitere Bemerkungen:

Man kann auch hier wieder reale Gase im Labor untersuchen. Die experimentelle
Ubereinstimmung der Van-der-Waals-Zustandsgleichung mit realen Gasen ist dabei
sehr gut.

Die Virialentwicklung (2.15) kann im Prinzip fiir beliebig hohe Ordnung ausgefiihrt
werden. Das nennt man dann auch Klusterentwicklung. Dabei ist wieder entscheidend,
den Beitrag von hoheren Ordnungen nach oben abzuschétzen und damit auszuschlie-
Ben, dass ein Beitrag einer hoheren Ordnung nicht vernachléssigbar klein ist, oder die
Summe im schlechtesten Fall sogar divergiert.

Man kann auch andere Potentiale als das Hartschalenmodell betrachten. Das Integral

/ dq ¢* U, (qo)
q0 q
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konvergiert allerdings nur fiir n > 4, also insbesondere nicht fiir die langreichweitige

Coulomb-Wechselwirkung oc ¢~ 1.

e Mit der Zustandssumme (2.18) kénnen wir auch andere makroskopischen Gréfien aus-
rechnen. Zum Beispiel ist die mittlere Energie gegeben durch

(E) = kBT23 In(Zy)

T
3 o (N2 a
~ —“NkpT + kgT?— [ — —b
g Bl hE 8T(V(kBT >>
3 N2
—iNkBT——Va

wobei wir erneut wie in Bedingung (2.20) verwenden

2
N7/d35f(q) < 1. (2.27)

sowie In(1 + z) = z fir z < 1.

Jetzt sind wir fertig mit den (quasi) klassischen Berechnungen. Wir werden im niichsten
Kapitel eine vollig quantenmechanische Beschreibung aufstellen.



Kapitel 3
Quantengase

Wie im vorherigen Kapitel starten wir mit einem idealen, wechselwirkungsfreien Gas, jetzt
aber in einer quantenmechanischen Betrachtung. Wir interessieren uns fiir die klassischen
Limits und auch fiir die extremen Quantenlimits bei tiefen Temperaturen, in denen es zum
Beispiel zum Ausfrieren von Freiheitsgraden wie in Abbildung 2.6 kommt.

3.1 Zustandsdichte

Wir betrachten ein Gas im kubischen Volumen V = L? mit Kantenlinge L und wihlen die
periodischen Randbedingungen

V() = ¥(Z + Léj), (3.1)
wobei €; die Einheitsvektoren der Kanten des Wiirfels seien. Die Spinfreiheitsgraden werden
dabei im Moment noch ignoriert.

Abbildung 3.1: Ein Quantengas im kubischen Volumen V = L3

Der Hamiltonoperator eines freien Teilchens lautet

P

2m’
Die zeitunabhiingige Schrodingergleichung HU = EV wird gelsst durch die Wellenfunktio-
nen

(&) = L3 exp (ZE . f) ,
wobei k = (K1, k2, k3) quantisiert ist, damit die Randbedingungen aus Gl. (3.1) erfiillt werden

2mn;
k;, = mn , NG € Z. (32)
L
Dass bedeutet, dass der Impuls der Teilchen im Impulsraum nur bestimmte, diskrete Werte

annehmen kann

2mn, hn;
; = hk; = h = i .
P 7 7 n; €%

44
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Da die Zusténde also nicht beliebig nah beieinander liegen, kann man jedem Zustand im
Impulsraum ein sogenanntes Impulsraumvolumen zuordnen

s_ W _#»
L v
Die Energieniveaus sind ebenfalls diskret und gegeben durch

Rk An?R?

Ep=—=_——
2m 2mL2

(n + n3 +n3).
Die kanonische Zustandssumme fiir ein Teilchen ist

Zy = exp(—BEx), (3.3)

wobei )

4r2p%i? 1 A

Eq; = M .z

b omL2 kgl (” L)

mit n = |7i|. X ist dabei die thermische de-Broglie-Wellenléinge die wir in Gleichung (2.5)
definiert haben. Falls A < L, konnen wir die Summe in Gleichung (3.3) mit einem Integral
approximieren. Wir verwenden aufierdem Gleichung (3.2) und transformieren in Kugelko-
ordinaten, um das Integral anstatt iiber die Quantenzahlen 7 tiber den Impuls k& = |k| zu

schreiben
L\? o0 4nL3 [
Z—>/d3*: = /dQ/ dk k2 = 2 / dk k2. (3.4)

Tatséchlich ist die Bedingung A\ < L aufler im Fall extrem tiefer Temperaturen gut erfiillt.
Wir kénnen das Integral iiber k aus Gl. (3.4) nun auch als Integral iiber die Energie schreiben.
Dafiir verwenden wir

2mE
k=T wnd dk=dE- o
und erhalten schliellich -
/d3*:/ dE g(E) (3.5)
0
mit der Zustandsdichte 5/
L3 [/2m
E)y=FEYV2_ (=) . :
o) = 8 (57 (3.6

Dabei beschreibt g(F)dE die Anzahl der Zustinde mit Energie im Intervall [E, F + dE)
fir dE <« FE. Diese Zustandsdichte gilt es zu beachten, wenn wir in folgenden Kapiteln
makroskopische Grofien ausrechnen.

Wir koénnen auch eine relativistische Version der Zustandsdichte aufstellen. Dafiir ver-
wenden wir die relativistischen Energie-Impuls-Beziehung

h2k2c2 + m?2ct.

Es folgt (ohne Herleitung)

3
grel(E) __U'E vV E?2 —m2ct, (3.7)

© 2m2h3e3

und dementsprechend fiir masselose relativistische Teilchen

. L3E?
gOel(E) = Im2h3e3” (38)
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3.2 Photonengas

Betrachte das Strahlungsfeld eines mit wechselwirkungsfreien Photonen gefiillten, geschlosse-
nen Hohlraums in einem Wirmebad der Temperatur T'. Reale Materialien wiirden spezifische
Spektrallinien absorbieren und emittieren. Uns interessiert aber nur die thermische Strah-
lung, also nehmen wir an, dass Energieaustausch bei allen Frequenzen stattfindet. Bei T'= 0
wére dies ein komplett schwarzes Objekt; daher redet man von Schwarzkérperstrahlung.

Photonen sind relativistische, massenlose Teilchen mit F = fw, wobei w = 27¢/A mit
der Lichtgeschwindigkeit und der Wellenlénge des Lichtes verkniipft ist. Die Zustandsdichte
ist bis auf einen Faktor 2 aufgrund der Helizitdt des Photons (Polarisation links/rechts
transversal zur Ausbreitungsrichtung) identisch mit Gleichung (3.8)

VE?

g (E) = 28 (B) = <

Weil wir nicht mehr explizit das kubische System in Abbildung 3.1 betrachten, schreiben wir
ab jetzt V statt L®. Wir kénnen die Zustandsdichte auch in Abhéngigkeit von w schreiben.
Dabei ist aber zu beachten, dass die Zustandsdichte die Anzahl der Zustinde im Bereich
[E, E+ dFE] angibt. Dann muss man aber insbesondere auch noch dE = hdw beriicksichtigen
und erhalt ) )
‘2/E dE — Vw
m2h3c3 w2c3
Jetzt taucht eine Schwierigkeit auf, da die Anzahl von Photonen nicht konstant ist. Praktisch
kann man sich das einfach {iberlegen: Wenn wir eine Lampe ausschalten, wird es dunkel. Das
bedeutet aber, dass die Photonen irgendwie zerstort oder absorbiert wurden, da wir ja kein
Licht mehr sehen. Weiterhin kann durch Interaktion mit Materie beispielsweise auch ein
Photon in zwei Photonen mit jeweils halber Energie umgewandelt werden. Diese Prozesse
passieren stdndig und fithren dazu, dass die Photonenzahl nicht konstant ist. Dieses Problem
kann geltst werden, indem wir fiir jede mogliche Frequenz w eine kanonische Zustandssumme
iiber alle moglichen Photonenzahlen bilden. Mit E = hw ergibt sich dann

dw = gP"" (w)dw (3.9)

Z¢ =1+ exp(—Bhw) + exp(—28hw) + - - -

Diese geometrische Reihe konnen wir einfach zusammenfassen als

1
ZUJ

k= T exp(—Bhw)’ (3.10)

Alternativ kénnen wir zum gleichen Ergebnis kommen, indem wir das groflkanonische En-
semble mit 4 = 0 betrachten. Um die vollstdndige Zustandssumme zu berechnen, miissen wir
alle moglichen Frequenzen betrachten. Da das Gas wechselwirkungsfrei ist, sind alle In(Z}’)
additiv fiir verschiedene Frequenzen. Die Summe approximieren wir dabei mit einem Inte-
gral iiber w. Wie schon oft diskutiert, sind die moglichen Frequenzen eigentlich quantisiert,
allerdings so dicht beieinander, dass wir sie als kontinuierlich annehmen kénnen. Wir miissen
wie in Gleichung (3.5) beachten, dass die Anzahl der méglichen Zustéinden zu einer Frequenz
jetzt auch von der Frequenz abhéngt, und wie diese Abhéngigkeit hatten wir genau durch
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die Zustandsdichte fiir Photonen in Gleichung (3.9) berechnet. Es folgt

e 39) [ Vw?
In(Z,) = /O dw gP () In(z2) L) /O dw —5 In(Z)

310y V o
=7 203/0 dw w? In(1 — exp(—Phw))

7r
Damit kénnen wir wieder direkt die mittlere Energie berechnen

W/o dw w %ln(l—exp(—ﬁhw))

_Vh /Ood 3 exp(—Bhw)
- w23 ), v 1 — exp(—fhw)

9
(B) = B =~ 55 m(Z) =

B Ood Vh w3

a /0 v 72c3 exp(fhw) — 1

:/oo dw E(w) (3.11)
0

wobei wir F(w) im folgenden Kapitel interpretieren.

Planck-Verteilung

Das Ergebnis in Gleichung (3.11) kann man so interpretieren, dass die Frequenzen in einem
Intervall [w,w + dw] genau F(w) zur mittleren Energie des Photonengases beitragen. Wir
nennen E(w) deshalb die Planck-Verteilung zur spektralen Energiedichte

Vh w3

Blw) = 723 exp(fhw) — 1

(3.12)

Die Planck-Verteilung als Funktion von w bei fester Temperatur ist in Abbildung 3.2 dar-
gestellt.

E(w) Rayleigh-Jeans
Xw T fix

Wien
x exp(—w)

Abbildung 3.2: Die Planck-Verteilung

Das Maximum der Verteilung (3.12) liegt bei dE(w)/dw = 0. Nach einer kurzen Rech-
nung folgt 3 — z = 3exp(—xz), wobei © = Shwmax. Diese Gleichung hat keine geschlossene
analytische Losung. Numerisch finden wir x ~ 2, 82. Damit folgt das Wien’sche Verschie-

bungsgesetz
kT
Wmax = 2,82 5
welches die Farbe eines heiflen Korpers der Temperatur T beschreibt, da es angibt, in welcher

Frequenz und damit in welcher Farbe das meiste Licht im Photonengas zu finden ist.

Fiir kleine Frequenzen hw < kpT konnen wir eine die Planck-Verteilung zur spektralen
Energiedichte ndhern, indem wir verwenden
1 N 1
exp(Bhw) — 1~ Bhw’
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Damit folgt das Rayleigh-Jeans-Gesetz

was auch dem klassischen Limes i — 0 der Planck-Verteilung entspricht, bei dem A durch
die Approximation herausfillt. Man kann das Rayleigh-Jeans-Gesetz auch klassisch ohne
die Quantisierung der Energie iiber klassische harmonische Oszillatoren herleiten. Klassisch
fithrt das Rayleigh-Jeans-Gesetz dann zu der sogenannten Ultraviolett-Katastrophe, das
bedeutet, dass die Energiedichte fiir w — oo und damit die Gesamtenergie divergiert. Dieses
Problem taucht quantenmechanisch in der Planck-Verteilung nicht auf, da fiir iw > kT der
exponentielle Abfall dominiert. Fiir diesen Grenzfall fiw > kT erhalten wir das Wien’sche
Gesetz

V hw?
Ew(w) = Py exp(—phw).
Stefan-Boltzmann-Gesetz

Man kann das Integral iiber die Energie in Gleichung (3.11) tatsdchlich analytisch 16sen
und die mittlere Energie berechnen. Dafiir verwenden wir die Transformation x = Shw und

erhalten (ks T)! .
Vv BT > X

= = - - de ———. 3.13

m2c3 h3 /0 v exp(z) — 1 (3:.13)

Das auftauchende Integral ist analytisch mithilfe der Gammafunktion I' und der Riemann’schen

(-Funktion l6sbar
0 exp(z) — 1 0 1 —exp(—z)

= /OOO dz x3 exp(—x) i exp(—nz)

n=0

= Z/ dx x3 exp(—nx)
n=170

=T(4) in*‘*

4

157

=31.¢(4) (3.14)

Siehe dazu auch den spiteren Exkurs in Kapitel 3.5.2. Setzen wir dieses Ergebnis in Glei-
chung (3.13) ein, so ergibt sich das Stefan-Boltzmann-Gesetz

E 7r2k4B 4 4o

== = —T% 3.15
VvV 15h3¢3 c ( )
Dabei haben wir die Stefan-Boltzmann-Konstante
kY J
=B ~567 1008 ——-
7 60Ah3c2 m2K4s

definiert. Warum wir den Faktor % bei der Definition von o weggelassen haben, wird klar,
wenn wir die Strahlungsleistung pro Einheitsfliche berechnen. Dazu betrachten wir die aus
einem kleinen Beobachtungsloch der Fliche A austretende Strahlung, wie in Abbildung 3.3
dargestellt.

Es werden Photonen im Raumwinkel d€2, in Richtung 9 relativ zur Fldchennormalen abge-
strahlt. Die Energieleistung im Bereich [w,w + dw] ist dann gegeben durch

Edw  At. Acos(d
P A Acos) dR_B() o 9
Az i Acos(?) 47wa
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Photonengas

Abbildung 3.3: Strahlung aus einem Beobachtungsloch

A cos(9) ist nach dem Lambert’schen Gesetz die “effektive Fliche” des Beobachtungsloches
fiir ein Photon unter dem Winkel 9. Die Strahlungsleistung pro Einheitsfliche ist dann

c w 27 /2
(w) = E# ; dqb/o dd sin(19) cos(¥)
_cEWw)

4V
Damit ist die totale Strahlungsleistung pro Einheitsfliche

> * K 15
I= / dw I(w) = f/ dw 2@ 619 (3.16)
0 4 0 Vv

Das wird Schwarzkorper-Strahlungsgesetz genannt, oder auch einfach wieder Stefan-
Boltzmann-Gesetz. Jetzt sehen wir, dass sich der Faktor % aus Gleichung (3.15) gekiirzt
hat. Wir kénnen einige weitere charakteristische Gréfen berechnen:

e Freie Energie

VkgT

F =—kgTl(Zy)
sTIn(Zy) = 23

/ dw w2 In(1 — exp(—Shw))

—v’(w) =u(w)

ol = [ oo

wobei wir partielle Integration verwenden. Man kann dann zeigen, dass der erste Term

verschwindet, also v(w)u(w) L0 gilt und damit

Vh 1 e a3 Vr?
SR U K
3m2e3 ARt exp(z) — 1 15133

4

B}

1

o

wobei wir im letzten Schritt wieder den Wert fiir das Integral aus (3.14) einsetzen.

e Strahlungsdruck

oF| 4o E
= —Tt =
P=" v, "3 Tav
e Entropie
g_ oF 16V0
n 8T 3c
o Wiarmekapazitét
OF 16Vo
Cy=—=| = T3
VT oor v c
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Kosmische Hintergrundstrahlung

Die kosmische Hintergrundstrahlung stimmt extrem gut iiberein mit einer Planck-Verteilung
bei T' = 2, 725K. Die Strahlung ist etwa 300.000 Jahre nach dem Urknall entstanden, als die
Temperatur des Universums noch 7' ~ 3000K war. Die Expansion des Universums hat zu
einer kosmologischen Rotverschiebung um einen Faktor 1000 gefiihrt.

3.3 Phononengas

Jetzt wollen wir Gitterschwingungen von kristallinen Festkoérpern betrachten. Wir konnen
die Gitterschwingungen als Quasiteilchen interpretieren, die erzeugt und vernichtet werden
konnen. Damit kann man das System als ein Gas von Quasiteilchen beschreiben. Das ein-
fachste Modell, um einen Festkorper zu modellieren ist eine harmonische Ndherung und
damit harmonische Oszillatoren zunéchst in einer Dimension (1D). Dazu betrachten wir ei-
ne lineare Kette von N Teilchen der Masse m, die durch Federn mit der Federkonstante «
gekoppelt sind, sieche Abbildung 3.4.

a
-~

;.

e
T i
Abbildung 3.4: Ein eindimensionales Gitter

Sei
=, — 20
uj =Tj; — T,

die Auslenkung des j-ten Teilchens, und

_ 0 .0
a=2T;4q— T,

die Gitterkonstante. Zusétzlich fordern wir die periodischen Randbedingungen
Uj = Uj4-N-

Wir wollen das System zunéchst klassisch betrachten und spéter zu einer quantenmechani-
schen Theorie erweitern. Die klassische Hamiltonfunktion ist gegeben durch

H= %ui + S (s — ugg)> (3.17)

| 2

N

j=1

Da das System translationsinvariant ist, nutzen wir diese Symmetrie aus und transformie-
ren in Fourierkoordinaten. Mit einer kanonischen Transformation wechseln wir also zu den
Normalkoordinaten Qf und Py mit k = 27n/Na fiir n € Z. Die Normalkoordinaten sind
definiert als

Qr = Tlﬁ Z exp(—tkaj)u; (3.18)
J
und 1
P, = N Z exp(—ikag)mi;. (3.19)

J

Da u; und ; reell sind, gilt
Q_r=Q; und P_j,=P;.
Aus den periodischen Randbedingungen folgt zusétzlich, dass
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Es reicht also aus, k auf dem Intervall k € (=2, Z]

™| zu betrachten.

Weiterhin koénnen wir die die urspriinglichen Koordinaten folgendermaflen wieder aus
den Normalkoordinaten erhalten

- JLN S exp(ikad)Qx (3.20)
k

und

1
miu; = — exp(tkaj) Py, 3.21
IS U8 Zk: p(ikaj) P (3.21)
wobei die Summe {iiber alle moglichen k hier als eine Summe iiber n = 1,2,..., N mit

k,, = 2mn/Na aufgefasst werden muss. Insbesondere kann man dann priifen, dass u; = uj4n
auch in dieser Darstellung gilt. Gleichung (3.20) ist leicht zu iiberpriifen, indem wir sie in
Gleichung (3.18) einsetzen

— T]:]V EJ exp(fzkaj) <\/1N kg, exp(ik’aj)Qk/>
1

= — N6 /Q 5 = Q .
N Ek/ kk'\k k

Die Rechnung fiir P, und ma; ist &hnlich. Wir haben die Identitét
> exp(i(k — k)aj) = N (3.22)

mit k = 2mn/Na und k' = 270’ /Na mit n,n’ € {1,2,..., N} verwendet. Fiir k = k¥’ ist das
direkt klar, da dann jeder der N Summanden 1 ist. Fiir & # k' kénnen wir verwendet, dass
fiir die Partialsummen einer geometrische Reihe ZN_Ol 2= (1—-2N)/(1 —2) fir |[z] #1
gilt und damit,

N N—-1
> exp(i(k — k)aj) = exp(i )a) > exp(i(k' — k)aj)
Jj=1 Jj=0

1 —exp(i(k' — k)aN)
T expli(k — F)a)

1 —exp(2mi(n’ —n))

= exp(i(k — F)a)

da nun n’ — n € Z und damit exp(27i(n’ —n)) = exp(0) gilt, erhalten wir

exp(i(k' — k)a) -

= exp(i(k' — k)a) -

1 —exp(0)
= exp(i(F — )a)

Zexp k)aj) = exp(i(k’ — k)a) - =0

fiir & # k' und somit ist Behauptung (3.22) gezeigt.

Wir moéchten im Folgenden herleiten, dass die Hamiltonfunktion (3.17), wenn man sie in
Normalkoordinaten schreibt, durch

H= Z( PoP_; + —QkQ ) (3.23)

gegeben ist mit der Dispersionsrelation

a | . ka
W = 24/ | sin (2) , (3.24)
wobel 5
T
k= — Z
Na " <

Um aus der Hamiltonfunktion in den urspriiglichen Koordinaten (3.17) die Hamilton-
funktion in Normalkoordinaten (3.23) herzuleiten, betrachten wir den kinetischen Term und
den Potentialterm getrennt.



KAPITEL 3. QUANTENGASE 52

1. Der erste Summand kommt vom Term der kinetischen Energie, was wir priifen kénnen,
indem wir Gleichung (3.21) verwenden

12
Som Y = g S S S eplih + K )ag) PP
J koK

(3.22) % SN 6w wPePe

kK

1
=5 zk: PPy

2. Den zweite Term kann man aus dem Potentialterm herleiten, indem man Gl. (3.20)
verwendet

; %(uj —ujq)? = % ; (g Qx (exp(ikaj) — exp(ika(j — 1)))) 2
== zj: zk: ; Qi@ (exp(ik + K')aj) — exp(i(k + I')aj) - exp(—ika)
— exp(i(k + k')aj) - exp(—ik'a) + exp(i(k + K )a(j — 1))>
B % Zk: ; Onr,—k Q@ (1 — exp(—ika) — exp(—ik'a) + 1)

= 5 2 QuQ-r - 2(1 - cos(ka))
k
DREE <"72“) Qs

2
mw
= E 5 EQrQ-r,
%

mit der Dispersionsrelation
fa| . (ka

Wir haben hierbei benutzt, dass man die Summe iiber j im letzten Term um 1 ver-
schieben kann.

T 0
a
~ lineare Abhéngigkeit
Abbildung 3.5: k gegen w = wi(2y/a/m) ™!
Quantenmechanische Beschreibung

In quantenmechanischer Beschreibung sind die Variablen u; und p; = ma; Operatoren mit

[Uj, pr] = ihdjp,



KAPITEL 3. QUANTENGASE 53

Damit ergibt sich fiir die Normalkoordinaten

[Qka'] =0
[Py, Pur] = 0
[Qr, Py = % Z > exp(—ikaj) exp(—ik'aj’) iy, p;/]

JoJ
1
=5 Z exp(—i(k + k')aj) - ih
J
= ihékﬁk/
und QL = Q_k., ]5,;[ = P_;. Die Normalkoordinaten lassen sich analog zum einzelnen quan-

tenmechanischen harmonischen Oszillator mithilfe von Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren dL und ay schreiben, wobei dann gilt

TR
@k = kam(ak—i_a*k)

ﬁwkm

und

Py =—i (ar —al,).

Das ergibt den Hamiltonoperator
- ) 1

mit dem Besetzungszahloperator 7, = d;dk. Diese quantisierten Anregungen der Gitter-

schwingungsmoden nennt man Phononen oder Quasiteilchen von Gitterschwingungen. Die
Operatoren &L und ay erzeugen bzw. vernichten ein Phonon mit Impuls p = ik und Energie
FEy = hwi. Man kann weiterhin eine explizite Darstellung der Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren ausarbeiten und zeigen, dass sie die Vertauschungsrelation [&k,&;] = 0k
erfiillen.

Debye-Modell

Die Dispersionsrelation aus Gleichung (3.25) ist kompliziert. Fiir kleine k ist sie aber fast
linear. Deswegen machen wir den linearen, isotropen Ansatz, den wir Debye-Modell nennen

. o
wp = ke, mit cg = aq/ —.
m

Dabei ist ¢4 die Schallgeschwindigkeit im Medium. Die Zustandsdichte ist dann wie beim
Photonengas (3.9), mit zwei weiteren Anderungen: Zuerst gibt es im Medium nun insgesamt
drei Polarisationsrichtungen, zwei transversale und eine longitudinale. Das Photon hat nur
die zwei transversalen. Dies beachten wir durch den Faktor % Wir ersetzen zudem logi-
scherweise die Lichtgeschwindigkeit ¢ nun mit der Schallgeschwindigkeit cg. Damit ist die

Zustandsdichte gegeben durch
_ 3V s
g(OJ) - 271'262 W

Die zweite Anderung ist die Einfilhrung einer maximal méglichen Frequenz wp: die Debye-
Frequenz. Photonen konnten auch im Vakuum existieren. Phononen dagegen benétigen
ein Medium, nimlich die lineare Kette von Oszillatoren. Da diese Kette einen endlichen
Gitterabstand a besitzt, konnen in diesem Gitter nur Schwingungen bis zu einer minimalen
Wellenlénge \p existieren. Wir konnen auch die Wellenldnge auch in eine Frequenz um-

: e . . C e 1/3 . .
rechnen A\p = 2{3—; In drei Dimensionen ist die Gitterkonstante a = (%) / , also ist die
Debye-Frequenz proportional zu c; (%)1/3. Das Integral von 0 bis wp iiber die Zustands-

dichte

wb 3V Vw?
d 2 _ D
/0 n 27T262w 2n2¢3
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soll der Anzahl von Phononenmoden entsprechen. Wir nehmen als weitere Annahme im
Debye-Modell an, dass die Zustandsdichte auf 3N, die Anzahl von Freiheitsgraden im drei-
dimensionalen Kristall, normiert sei. Damit folgt fiir die Debye-Frequenz

6m2N 1/3
wp = ( % ) Cg.

Die dazugehorige Debye-Temperatur, bei der die Debye-Frequenz angeregt wird, ist

hwp
Tp = D
b=

Die kanonische Zustandssumme fiir eine feste Frequenz w berechnet sich analog zum Pho-
tonengas in Gleichung (3.10), da wir auch hier (Quasi-)Teilchen mit Energie fiw betrachten.
Insbesondere lassen wir die Grundzustandsenergie fiw/2 des Hamiltonoperators (3.26), die
keinen Einfluss auf die Physik des Systems hat und bei allen relevanten Berechnungen her-
ausfallen wiirde. Es gilt also

Zy =1+ exp(—fhw) + exp(—2phw) +
1
1 — exp(—Bhw)

Wieder miissen wir dann iiber alle méglichen Frequenzen summieren, wobei wir die Summe
iiber alle moglichen Frequenzen mit einem Integral iiber w approximieren

2r2ca® w?-In(ZY).

wp WD
In(ZP"") = /0 dw g(w) - In(Zy) = /0 dw ——

Damit ist die mittlere Energie

E=—

In(Z
_ %263 / 9 ln(l — exp(—Bhw))
[

phon)

3V 3
2723 eXp exp(Bhw) — 1
3V To/T o
- (kD) T 2
272 (heg )3 (ksT) /0 d exp(z) — 1’ (3:27)

wobei ¢ = fhw = fw/kpT. Dieses Integral hat im allgemeinen keine analytische Form
(vergleiche mit dem Integral in (3.14), wo die obere Grenze oo ist). Deshalb betrachten wir
die Energie im Tief- und Hochtemperaturgrenzfall.

e Fiir T <« Tp geht die obere Integralgrenze in (3.27) gegen unendlich und kénnen wir
nach Gleichung (3.14) und das Integral geht gegen 7*/15. Damit folgt fiir niedrige
Temperaturen

B T2V pd
- 10R3c3

mit einer Skalierung der Energie mit 7% wie beim Photonengas (3.15) und damit

_2n®VE) 1274 (T \°
= T3 = Nk -
Bh3c3 P75 (TD> ’

oE
aT |,

Cy =

also skaliert Cy mit T fiir kleine Temperaturen T < Th.

e Fiir T > Tp wird die obere Integralgrenze in (3.27) sehr klein, also z < 1. Wir kénnen

das Integral
Tp /T 1,3
/ dr—2
0 exp(z) — 1
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mit der Taylorentwicklung exp(x) ~ 1 + « fiir x < 1 vereinfachen zu

Tp/T 1 /To\3
dea®==(22) .
=5 (7)

Damit ist die Energie im Hochtemperaturgrenzfall proportional zur Temperatur
_ VERT) |
- 2m2h3c3

und die Warmekapazitiat damit konstant

oE| VkLTS

C = — =
VT oor v 2m2h3c

= 3Nkp.

Dieses Resultat, dass die Warmekapazitit eines Phononengases im Hochtemperatur-
grenzfall T' > Tp gegen den Wert 3Nkp konvergiert, ist als Dulong-Petit-Gesetz
bekannt.

Cv

BNkp fommmmmmmmmm g

x T3

0 Tp T

Abbildung 3.6: Wirmekapazitit eines Phononengases

In Abbildung 3.6 ist der Verlauf der Wérmekapazitit eines Phononengases skizziert.
Bei tiefen Temperaturen ist Cy proportional zu T2, und fiir hohe Temperaturen geht Cy,
gegen den Dulong-Petit-Grenzwert 3Nkp. Im Allgemeinen liefert dies gute experimentelle
Ubereinstimmung. Bei sehr hohen Temperaturen kommt es allerdings zu Abweichungen, weil
wir dann streng genommen C), statt Cy betrachten. Dazu folgt in Kapitel 4 mehr.

Man erhélt dhnliche Resultate, wenn man iiber eine numerische Simulation die exakte
Dispersionsrelation aus Gleichung (3.24) ohne Linearisierung verwendet.

Weiterhin kann man sich in der Festkorperphysik echte 3D-Modelle mit verschiedenen
Gitterstrukturen, die beispielsweise aus verschiedenen Sorten von Teilchen aufgebaut sind,
anschauen. Man erhélt dann verschiedene Phononen mit verschiedenen Dispersionsrelatio-
nen, wobei man die Phonoen je nach Verhalten der Dispersionsrelation optisch oder akustisch
nennt. Wir haben hier nur ein Modell betrachtet, in dem alle Atome gleich sind, und deshalb
akustische Phononen erhalten.

3.4 Diatomiges Quantengas

Die klassische Betrachtung von diatomigen Gasen im Kapitel 2.4 hat eine konstante Warme-
kapazitiat Cy = %N kp fiir alle Temperaturen geliefert, was aber bei kleinen Temperaturen
nicht mit experimentellen Daten iibereinstimmt. Die quantenmechanische Herleitung wird
auch das Ausfrieren von Freiheitsgraden bei niedrigen Temperaturen beschreiben, welches
in Abbildung 2.6 dargestellt ist. Im Folgenden wird ein Uberblick der Herleitung gegeben.
In Aufgabe 2 vom Ubungsblatt 5 wird diese im Detail diskutiert. Das Diatomige Molekiil
hat, genau wie in der klassischen Betrachtung, drei Bewegungsmoglichkeiten: Translation,
Vibrationen und Rotationen. Die Translation haben wir durch das ideale Quantengas schon
diskutiert, also folgt eine kurze Herleitung der Warmekapazitéiten der anderen Freiheitsgra-
den.
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Vibrationen

Zuerst betrachten wir die Vibrationen. Die quantisierte Vibrationsenergie ist gegeben durch
E, =hw(n+1/2).

Damit ist die Zustandssumme

2% = 3 exp(—fhw(n +1/2)) = exp (@”) S expl(—Bhwn)

Im Hochtemperaturgrenzfall T >> Tyip, mit Ty, = hw/kp gilt

; kT
ZVlb ~ Hew -1 _
k (B ) fiw )
Dann ist die Energie gegeben durch
0 . 1
Eup = —— In(ZY°) = = = kT
b aﬁ Il( k ) B B
und die Warmekapazitiat durch
: oF
Cvlb i
\74 oT B>

was dem klassischen Limit entspricht. Im Tieftemperaturgrenzfall T < Ty, ergibt sich

; hw
Z)" ~ exp (—62> .

Damit ist die Nullpunktsenergie

0 viby\ Tw
Evib = —%ln(zk )N 9 .

Da die Energie keine Temperaturabhéingigkeit hat, ist die Warmekapazitdt 0. Der Vibra-
tionsfreiheitsgrad friert also in dem Sinne aus, dass er fiir kleine Temperaturen 7" < Tyip
keinen Beitrag zur Wiarmekapazitéit liefert.

Man kann die Warmekapazitat hier auch geschlossen analytisch berechnen zu

vib _ kp(Bhw/2)?

= —F—— (3.28)
sinh”(fhw/2)

deren Temperaturabhéngigkeit in Abbildung 3.7 gezeigt wird.

cy
kp
<+— exponentielles Ausfrieren
|
0 Tvib T

Abbildung 3.7: Die Warmekapazitit des Vibrationsfreiheitsgrades
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Rotationen

Eine dhnliche Rechnung kénnen wir auch fiir den Rotationsfreiheitsgrad machen. Die quan-
tisierte Rotationsenergie ist
h2
Ej=—j(j+1) mit je N,
21
wobei I das Tréigheitsmoment des Molekiils bezeichnet. Jedes Energieniveau ist (254 1)-fach
entartet. Damit ergibt sich die kanonische Zustandssumme

2 . .
Zpt =Y (25 + 1 exp (—[m Jéjﬁ U)

J

Im Hochtemperaturgrenzfall T >> Tior mit Troy = A2 /2kpI konnen wir die Zustandssumme
mit einem Integral, das analytisch 16sbar ist, ndhern

Bhx(x + 1)) 21

75 / dz (2z + 1) exp <— =
k 0 2I

= 3
Dann ist die Energie genau wie beim Vibrationsfreiheitsgrad

0 1
Erot = —% 1n(Z£Ot) = E = kBT,
und damit die Wirmekapazitdt im Hochtemperaturgrenzfall identisch zur klassischen Be-
schreibung
OF
Cy' = — =kp.
V.- oar P
Im Tieftemperaturgrenzfall T' < T,o, werden alle Terme aufler 7 = 0 unterdriickt. Damit
ist die Zustandssumme Z;°* ~ 1, und die Energie und Wirmekapazitét 0. Der Rotations-
freiheitsgrad wird also bei tiefen Temperaturen ausgefroren.

Wir kénnen uns nun auch noch fragen, wie man die Warmekapazitdt des Rotations-
freiheitsgrades fiir endliche Temperaturen, also zwischen Tief- und Hochtemperaturlimit,
beschreiben kann. Insbesondere muss man hier beachten, dass die Approximation der Sum-
me durch ein Integral nicht ganz exakt ist. Wie in Aufgabe 2 von Ubungsblatt 5 kann man
diese Naherung mithilfe der Euler-MacLaurin’schen Formel

b—1 b ’ / 11 "
5 = [y 010 SO S0 FOS0

2 12 720

n=a a

rigoroser machen. Es folgt dann eine Anomalie in der Wérmekapazitét, welche kurz héher
wird als kp, bevor sie zum klassischen Limit geht, sieche Abbildung 3.8.

Cret
/ Anomalie
B i T — klassischer Limit
?
«— exponentielles Ausfrieren
O Trot T

Abbildung 3.8: Die Warmekapazitit des Rotationsfreiheitsgrades
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Gesamtwirmekapazitit

Die gesamte Wirmekapazitit ergibt sich einfach durch die Summe
C Ctrans + Cv1b + Crot. (330)

Typischerweise gilt fiir die Temperaturen Tyo; << Tyip realer Gase, bei denen die Quantenef-
fekte jeweils eine Rolle spielen. Deswegen wird bei niedrigen Temperaturen der Beitrag des
Vibrationsfreiheitsgrades zuerst ausgefroren. Somit haben wir nun auch wie angekiindigt das
Verhalten der Warmekapagzitét fiir niedrige Temperaturen in Abbildung 2.6 erklért.

Mathematischer Exkurs: Polylogarithmus

Um die mathematischen Grundlagen fiir die folgenden beiden Kapitel einzufiigen, folgt hier
ein mathematischer Exkurs.

Wie schon im Kapitel 3.2 fiir das Photonengas verwendet, werden im néchsten Kapitel
Integrale der folgenden Form von zentraler Bedeutung sein

o0 xn
_— 31
A= o (331

Um diese zu berechnen, definieren wir den Polylogarithmus

Li, (= i = (3.32)
Man kann zeigen, dass fiir n = 1 (hier ohne Beweis) gilt
Lij(2) = —In(1 — 2).
Fiir den Spezialfall z = 1 ergibt sich die Riemann’sche (-Funktion
¢(n) = Liy(1 f: = (3.33)
kn

k=1

AuBlerdem definieren wir die Gammafunktion
o0
I'(z) = / dt t*~ exp(—t).
0

Man kann zeigen (hier ohne Beweis), dass I'(z) = (x — 1)! fiir ganzzahlige x € N gilt.

Um nun das Integral (3.31) zu berechnen, verwenden wir den Grenzwert der geometri-
schen Reihe Y72 ¢" = 1/(1 —¢q) fiir |¢| < 1. Lassen wir die Summe von j = 1 starten,
erhalten wir

iq’“ 1= (3.34)

= 1/q—1

Mit ¢ = zexp(—z) konnen wir jetzt das Integral (3.31) berechnen

° " (3.34) [~ n Y
/0 dx—z*lexp(x)—l = /0 dz x Z(zexp( x))

/ dy y" exp(—y)
T(n + (3.35)
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Dabei haben wir die Substitution y = kz verwendet, sowie nach Integral und Summe ver-
tauscht, da (ohne Beweis) die geometrische Reihe gleichméBig auf dem Intervall ¢ € [0, af
fiir alle @ < 1 konvergiert. Insbesondere folgt daraus dann, dass man fiir € [0,00) hier
Integral und Summe vertauschen kann, da z € (0,1) und exp(—z) < 1 und damit ¢ € [0, 1).

Damit gilt fir z =1

/0 dx oxp(@) —1 =({(n+1)T'(n+1), (3.36)

was wir in Gleichung (3.14) schon verwendet haben. Dort haben wir fir 2 = 1, n = 3
verwendet

o] :)33 7T4
/0 A =1~ Lis(T(4) = ¢(4) - 3! = =

wobei wir den Wert ((4) = Y32, k~* = 71 /90 einsetzen.

3.5 Bosonengas

Jetzt betrachten wir ein ideales Quantengas im Volumen V = L3. Das mittlere Volumen
pro Teilchen V/N soll nun auch von der GroBenordnung A3 werden kénnen. Dabei ist Ap
die thermische de-Broglie-Wellenliénge, welche wir in Gleichung (2.5) definiert haben. Wir
starten mit einer rein quantenmechanischen Behandlung und betrachten dann die Hoch- und
Tieftemperaturgrenzfille.

Im allgemeinen sind quantenmechanische Teilchen ununterscheidbar, das heifit wir sind
nicht daran interessiert, die Wellenfunktion von jedem Teilchen einzeln bestimmen, sondern
nur wir notieren nur, wie viele Teilchen sich in welchem Zustand befinden. Dafiir brau-
chen wir die Besetzungszahlen n,, die angeben, wie viele Teilchen im Zustand |r) mit
zugehoriger Energie E,. sind. Die Zustéinde |r) sind dabei die Zusténde eines einzelnen Teil-
chens, wobei mehrere Teilchen prinzipiell unabhéngig voneinander den selben Zustand ein-
nehmen kénnen. Wir werden sehen, fiir welche Teilchen mehrere Teilchen denselben Zustand
besetzen koénnen.

Die Teilchen haben den Ortsfreiheitsgrad und den Spinfreiheitsgrad. Nach dem Spin-
Statistik-Theorem gilt dann

e Teilchen mit einem ganzzahligen Spin s = 0,1,2,... sind Bosonen. Die zugehorige
Wellenfunktion ist symmetrisch unter Vertauschung von Teilchen:

U(ry, 7)) = U(Fa, ™).

o Teilchen mit einem halbzahligen Spin s = 1/2,3/2,5/2, ... sind Fermionen. Die zu-
gehorige Wellenfunktion ist antisymmetrisch unter Vertauschung von Teilchen:

U (7, 7)) = —U (7, 7).

Zum Beispiel: Die fundamentalen Teilchen Elektronen, Neutronen und Protonen haben alle
Spin 1/2 und sind damit Fermionen. Wir wissen natiirlich, dass auch Nukleonen aus Quarks
und Gluonen aufgebaut sind, aber wie die Quarks und Gluonen den Spin so aufteilen, dass
es zu einem Protonenspin 1/2 fiihrt, ist eines der grofien ungeldsten Probleme der Teilchen-
physik: die sogenannte “proton spin crisis”.

Um zu verstehen, wie sich aus Elektronen, Neutronen und Protonen zusammengesetzte
Teilchen verhalten, muss man sich die Zusammensetzung genau anschauen. Das 3He besteht
aus zwei Elektronen, zwei Protonen und einem Neutron, also insgesamt fiinf Fermionen.
Koppelt man 5 halbzahlige Spins wie in der Quantenmechanikvorlesung zusammen, so stellt
man fest, dass der Gesamtspin dabei nur halbzahlig werden kann und *He demnach auch
ein Fermion ist. “He dagegen hat ein Neutron mehr und besteht damit aus sechs Fermionen.
Das fiihrt zu einem ganzzahligen Gesamtspin und macht *He zu einem Boson. Das Verhalten
von Bosonen und Fermionen ist bei tiefen Temperaturen verschieden, es ist also wichtig zu
wissen, wie ein Teilchen aufgebaut ist, um es im Quantenlimit zu beschreiben.
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3.5.1 Bose-Einstein-Verteilung

Zunichst betrachten wir Bosonen. Um ein System von N nicht-interagierenden Bosonen zu
beschreiben, kénnen wir im kanonischen Ensemble arbeiten. Die kanonische Zustandssumme

ist dann
Zk = Z exp <ﬂzanr> ’

{n,}

wobei iiber alle Konfigurationen {n,} mit der Nebenbedingung
SN

summiert wird. Es ist sehr schwierig, diese Summe tatséichlich auszuwerten. Wir kénnen aber
den Trick verwenden, dass im thermodynamischen Limes das kanonische und grolkanonische
Ensemble dquivalent sind, siehe Abschnitt 1.4. Deswegen werden wir im groflkanonischen
Ensemble arbeiten, obwohl wir ein System betrachten, in dem kein Teilchenaustausch vor-
handen ist. Wir stellen zuerst die groSkanonische Zustandssumme fiir einen festen Zustand
|r) auf, den alle Teilchen unabhiingig voneinander einnehmen kénnen

1
ne= > exp(—fn. (B, — p) = 1—exp(—B(Er —p))’

Bemerke, dass diese geometrische Reihe nur konvergiert, falls E, — u > 0 fiir alle . Nach
Konvention setzen wir die Nullpunktsenergie Ey = 0. Eine notwendige Bedingung fiir die
groflkanonische Zustandssumme ist dann

1< 0. (3.37)

Im folgenden Kapitel wird es eine zentrale Rolle spielen, dass das chemische Potential
nicht unbedingt konstant ist, sondern von der Temperatur anhéngen kann, wenn wir andere
Groflen konstant halten. Es wird aber immer negativ bleiben.

Weil die Bosonen nicht interagieren, ist die gesamte Zustandssumme das Produkt der
Zustandssummen fiir die einzelnen Zusténde

1
Fok = H 1 —exp(=B(E, — )’

Damit kénnen wir die mittlere Teilchenanzahl berechnen. Im thermodynamischen Limes gilt
(N) = N, da die relative Schwankungen gegen Null gehen.

10 1
V= E@m(z"k) B ZT: exp(B(E, —p) —1 2 (e}

s

Dabei bezeichnet )

) = BB ) 1

die durchschnittliche Besetzungszahl des Zustands |r). Wir nennen diese Verteilung der
Teilchen Bose-Einstein-Verteilung. Photonen und Phononen sind auch Bosonen. Setzen
wir 4 = 0 (wie damals schon formal behauptet), so erhalten wir wieder die Zustandssumme
(3.10) des Photonengases. Diese Sichtweise ist aber strikt genommen nicht ganz korrekt,
denn die Teilchenzahl ist beim Photonen- und Phononengas nicht erhalten.

(3.38)

Wir definieren eine weitere Grofe, die eine wichtige Rolle in den néichsten Kapiteln spielen
wird, die Fugazitéit
z =exp(Bu) € (0,1). (3.39)

Im thermodynamischen Limes lautet die Zustandsdichte des idealen Bosonengases

vV o[(2m\*? 1
= — — . /2
9B = s () B
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Dabei nehmen wir zunéchst an, dass das Boson den Spin s = 0 besitzt. Sonst miissten wir
zusétzlich die Spin-Entartung mit dem multiplikativen Faktor (2s + 1) beriicksichtigen. Die
Teilchenzahl des Bosonengases ist

N = /dEg(E)(n) = /dE exp(ﬂ(?E(E)u)) — = /dE Zl@i((?E)l. (3.40)

Wir werden in Kapitel 3.5.3 sehen, dass diese Gleichung nur fiir hohe Temperaturen gilt,
aber fiir kleine Temperaturen nicht ganz exakt ist. Erstmal reicht uns diese Formel jedoch.
Dabei ist wichtig zu beachten, dass iiber dieses Gleichung nun N, T und g miteinander
verkniipft sind. Bisher hatten wir haufig die Temperatur 7" und das chemische Potential p
vorgegeben und konnten dann die mittlere Teilchenzahl berechnen. Wir mochten jetzt im
Allgemeinen aber N konstant halten, sodass dann aber p eine Funktion der Temperatur
wird und nicht mehr unbedingt konstant ist

w(T, N).

Die mittlere Energie des Bosonegases ist gegeben, indem wir die Energie in den
Integranden hinzufiigen
Eg(E)
E)= | dE Eg(E = | dE . 3.41
®) = [ ap By = [ ap 0o (3.41)

Zustandsgleichung eines Bosonengases

In der klassischen Betrachtung hatten wir die Zustandsgleichung pV = NkpgT erhalten.
Jetzt wollen wir herleiten, was im quantenmechanischen Fall passiert. Dafiir verwenden wir
die Eigenschaften des groflkanonischen Potentials

1
P = -5 In(Zy) (3.42)
dd=—S-dT —p-dV — N -du (3.43)
(T, AV, ) = AQ(T, V, ) (3.44)

Da & nur extensiv ist in V, folgt mit Gleichung (3.43)
(T, V,p) = =V - p(T', ) (3.45)

wie wir schon in Gleichung (1.70) gesehen hatten. Aus Gleichung (3.42) folgt jetzt

pV = %ln(zgk)
- -% dE g(E)In(1 - zexp(~BE))
3/2
_ _% . % <2hn;> /dE EY/? In(1 — zexp(—BE))

Mit partieller Integration erhalten wir dann

) ) 3/2 Ed/2
T / IE
3 4An2 \ h? z~lexp(BE) —1

2 E-g(E)
/dE 2z lexp(BE) — 1

Der Randterm

oo

gln(l — zexp(—pE)) - E%/?

E=0
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verschwindet, da mit der Ndherung In(1 4+ z) =~ z fir < 1 folgt, dass
2 2
lim - 1In(1 — zexp(—SE)) - E3? = lim —(—zexp(—pE)) -E3%2 = .
E—oco 3 E—oco 3
Da z € (0,1) gilt zusitzlich, dass
2 3/2
—In(1 — zexp(—BE))-E = 0.
3 E=0
Insgesamt folgt also mit quantenmechanischer Betrachtung die Zustandsgleichung

2
V==E
Py =3

Im klassischen Fall hatten wir pV = NkgT und E = %kBT, also das gleiche Resultat:
pV = %E . Der Unterschied beim Bosonengas ist, dass der Zusammenhang zwischen Energie
und Temperatur ein anderer ist. Dafiir miissen wir beim Bosonengas wie in Gleichung (3.41)

das Integral
3/2
/ agp T
z7lexp(BE) —1

3.5.2 Hochtemperaturentwicklung

bestimmen.

Wir kénnen jetzt erkennen, warum wir vorher in Gleichung (3.35) Integrale der Form

/ dr——
0 z7lexp(z) — 1

eingefithrt haben. Zuerst ldsst sich die Teilchendichte

N _ 1 (m 3”/@ B
Vo 4n2? \ h2 2 lexp(BE) — 1

mit der Substitution x = SF schreiben als

N _ (ksT)** (2m 3/2/d e
Vo 42 h2 T exp(z) — 1

also

z1/2 2mh?

2
3 — = ——— = Li i = .
A VT /da: z7lexp(z) — 1 f3/2(2), it Ar mkgT
~—

=(r(%))""

Diese Gleichung definiert z fiir eine gegebene Teilchendichte N/V und Temperatur T (be-
merke, dass in z neben der Temperatur auch das chemische Potential auftaucht, welches
nun auch von der Temperatur abhéngen kann). Das Integral, in dem z auftaucht, welches
wir Polylogarithmus genannt haben, ist aber analytisch nicht l6sbar und damit auch nicht
invertierbar.

(3.46)

<|=

Wir wollen deshalb zunéchst den Grenzfall z < 1 betrachten (wie wir gleich sehen wer-
den, entspricht das dem Hochtemperaturgrenzfall) und eine Approximation fiir das Integral
fiir kleine z finden. Wir entwickeln mithilfe der geometrischen Reihe fiir z < 1

1 _ zexp(—x)

o) =1~ 1—sexp(oa) ~ 0P (L ze(-0) +0ED). (3.47)

Setzen wir diese Entwicklung in das Integral ein, so erhalten wir

1/2
/dm #(z)fl = z/dm % exp(—z) + 22/dgc 2% exp(—2z) + O(2%),
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was sich mit der Substitution z = u? zuriickfiihren lisst auf GauB-Integrale, die wir mit

Gleichung (2.10) auswerten konnen. Mit dz = 2u du erhalten wir also

1/2
/dx x—)l =2z / du u? exp(—u?) +222 / du u? exp(—2u?) +O(2*%)

z~lexp(x

_ VT
8v2

4

VT 2 VT 3

Es folgt also insgesamt, dass wir Gleichung (3.46) im Limit z < 1 nidhern kénnen zu

N 22

V)\% =zt ot 0(z%). (3.48)
Wir mochten herausfinden, was die Naherung z < 1 physikalisch bedeutet. Wir bemerken
dafiir zuerst, dass aufgrund von Gl. (3.48) auch A3 N/V < 1 gelten muss. Das ist genau der
Fall fiir hohe Temperaturen, wenn man sich Gl. (3.46) anschaut, also handelt es sich hier
um den Hochtemperaturgrenzfall.

Allerdings ist es eigentlich iiberraschend, dass z = exp(fu) < 1 fiir hohe Temperaturen
gilt. Naiv wiirden wir erwarten, dass z = exp(uf) — 1 fiir T — oo, also 8 — 0. Wenn wir im
Hochtemperaturgrenzfall aber N fixieren, sehen wir anhand von Gl. (3.40), dass sich auch
noch g mit der Temperatur &ndern muss. Und zwar geht p — —oo schneller als T' — oo und
fithrt somit dazu, dass z — 0 geht. Das kann sich auch nochmal daran plausibel machen,
dass fiir eine feste Teilchendichte N/V nach Gleichung (3.48) auch z/A3. in erster Ordnung
konstant sein muss und somit z oc A\ oc T73/2 gilt.

Wir méchten Gleichung (3.48) nach z auflésen. Da $ A3 < 1 und z < 1 gilt, kénnen wir
eine iterative Strategie wéhlen. Wir betrachten dafiir Gl. (3.48) zunéchst in erster Ordnung
in z. Die Losung ist dann

N
W =3 —.

Da z klein ist, und damit auch 2% < z, fithrt das Hinzufiigen oder Veriindern der zweiten
Ordnung in Gl. (3.48) nur zu einer kleinen Verdnderung der Losung. Die zweite Ordnung
wird somit schon gut durch die grobe Approximation z(") angeniihert. Wir setzen deshalb
2 in die zweite Ordnung ein und l6sen wieder nach z auf

N 1 N\?

Dies kénnen wir nun verwenden, um die mittlere Energie

Voo fo2m\*? [ E3/2
F=— |— E .
472 ( h? ) /0 d z7lexp(BE) —1 (3:50)

auf gleiche Art und Weise wie die Teilchenzahl auszurechnen. Mit der Substitution x = gE
schreiben wir dafiir zuerst Gl. (3.50) als

g 3VksT 4 . a3/ _ 3VkpT
20 37 z=lexp(x) —1  2)\3

Lis/a(2) (3.51)

wobei wir benutzt haben, dass I'(5/2) = 34/m/4 gilt und wir erneut Gl. (3.35) aus dem
mathematischen Exkurs verwenden.

Wir mdchten nun auch die Formel fiir F (3.51) im Grenzwert z < 1 ndhern. Dazu
kann man einen dhnlichen Ansatz wie fiir die Teilchenzahl machen und den Integranden mit
Gl. (3.47) entwickeln. Dann erhélt man

_ 3z z 9
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Jetzt konnen wir Gleichung (3.49) fiir z in Gl (3.52) einsetzen und erhalten in erster
Ordnung in A3.N/V die Entwicklung

3 N 1 4N 1 4N

_3 9523 Y 3 V\?
_2NkBT(1 O (ATV) .

Damit ist die Zustandsgleichung fiir wechselwirkungsfreie Bosonen im Hochtemperaturgrenz-
fall

2 N
pV =ZE=NkpT (1-27°2X3= +... ).
3 v
In erster Ordnung entspricht sie der idealen Gasgleichung. Wenn wir die Gleichung umstellen

in den Form
p N X <N>2

kgT ~ V 22\ V

)

erkennen wir, dass der Korrekturterm genau der Virialkoeffizient Bo(T') aus Gleichung (2.15)
ist. Es ist zu bemerken, dass wir diese Zustandsgleichung im Gegensatz zum Kapitel 2.5 vollig
ohne Interaktionen zwischen den Teilchen hergeleitet haben. Sie folgt stattdessen einfach aus
der Quantenstatistik der Bosonen und dadurch, dass wir symmetrische Wellenfunktionen
fordern. Das nennt man auch Austauschkorrekturen. Wir sehen dass der Druck des Boso-
nengases durch die Korrektur kleiner wird. Der Korrekturterm ist von der Gréflenordnung
A3, o B3,

Zuletzt sei hier noch angemerkt, dass die Bose-Einstein-Verteilung im Hochtemperatur-
grenzfall z < 1 in erster Ordnung zu einer Boltzmann-Verteilung wird (siehe Gl. (3.47))

1 _ 1 2K
exp(B(E —p)) —1  z7lexp(BE) 1

Das ist auch plausibel, da wir in erster Ordnung eben gerade die Zustandsgleichung des
klassischen idealen Gases erhalten haben.

(n,) = L zexp(—BE) = exp(—B(E — p)).

3.5.3 Tieftemperaturgrenzfall: Bose-Einstein-Kondensat

Bei T' = 0 erwarten wir intuitiv, dass sich alle Teilchen im Grundzustand befinden
nT:()(T = 0) = N.

Bei hohen Temperaturen verteilen sich die Bosonen iiber alle Energieniveaus. Die Frage
ist dann, was bei endlichen Temperaturen passiert. Wir werden feststellen, dass es im drei-
dimensionalen Bosonengas einen Phaseniibergang bei einer endlichen, kritischen Temperatur
Te gibt, sodass der Grundzustand fiir T' > T kaum besetzt ist, aber sich fiir T < T eine
makroskopische Anzahl von Teilchen im Grundzustand befindet, also

’nT:o(T < Tc) x N,

was man als Bose-Einstein-Kondensat bezeichnet.

Dieses Phénomen mochten wir genauer untersuchen. Dazu verwenden wir Gleichung
(3.46), die wir nach n = N/V umstellen

N .2 zl/? 3.
n=ys AT?)%/ W @) =1 = 7 Harz(2); (3:53)

Vorher haben wir den Hochtemperaturgrenzfall z < 1 mit )\;3 o T3/2 > 1 betrachtet und
konnten dann Li, (z) fiir kleine z entwickeln. Wir haben festgestellt, dass wir im Hochtem-
peraturgrenzfall trotz des Verhaltens )\;3 — oo fiir T'— oo immer ein z klein genug finden
konnten, sodass die Dichte konstant blieb.
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Jetzt schauen wir uns den Tieftemperaturgrenzfall an, das heifit )\;3 sei klein. Wir neh-
men schon einmal vorweg, dass das dann genau der Fall z — 1 ist. Wir fixieren wieder die
Dichte n, die dann im Tieftemperaturgrenzfall gegeben ist durch

T — 3.
n = il_)n’i )\T Ll3/2(2).
T—0

Wir stellen hierbei fest, dass nun aber Az*> — 0 fiir 7 — 0 gilt. Damit miisste Liz/o(2) fiir
z — 1 gegen unendlich gehen, um eine konstante Dichte erhalten zu konnen. Wir wissen
aber aus der Definition der Riemann’schen Zetafunktion (3.33)

S . 3
ll_al} LIB/Q(Z) = L13/2(1) = C <2> ~ 2,616, (354)

also dass der Polylogarithmus Liz/, fiir 2z — 1 gegen einen endlichen Wert konvergiert. So
wie wir bisher also den Tieftemperaturgrenzwert betrachtet haben, geht in der Rechnung
etwas schief, da fiir zu niedrige Temperaturen die Dichte nicht mehr konstant gehalten
werden kann, also quasi Teilchen im Nichts verschwinden miissten. Wohin verschwinden
diese Teilchen? Es wird sich herausstellen, dass sie den Grundzustand besetzen, den wir
bisher aber noch nicht gentigend in der Formel fiir die Dichte berticksichtigt haben.

Zuerst mochten wir genau die Temperatur ausrechnen, unterhalb derer der Polyloga-
rithmus nicht mehr weiter steigen kann, indem man z naher an 1 wahlt, um insgesamt die
Dichte konstant zu halten. Unterhalb von dieser endlichen, kritischen Temperatur T versagt
dann wie erklart die bisherige Beschreibung des Bosonengases. Wir kénnen die Temperatur
implizit ausrechnen, indem wir z — 1 laufen lassen und dabei die Temperatur fixieren

. _37. 31, (3.54) . _ 3
n:ll_)ml)\Tg’ng/g(z):)\Tngg/Q(l) =7A (2> (3.55)

Umgestellt nach T erhalten wir
h2 3 —-2/3
Te(n) = -2 = 2/3,
o(n) mkp ™6 (2) "

~3,310

M1 ist also von der GréBenordnung n '/, das heifit die thermische de-Broglie-Wellenlinge
ist bei T von der Groflenordnung der typischen Teilchenabstéinde und die Wellenfunktionen
der Teilchen iiberlappen sich.

Wenn wir das System weiter unter T kiihlen, sollte die Teilchenanzahl N wie diskutiert
nach Gleichung (3.53) gegen 0 gehen, da man z nicht mehr weiter anpassen kann. Man
konnte spontan auf die Idee kommen, dass die Teilchenfluktuationen im grolkanonischen
Ensemble dazu fiihren, dass es weniger Teilchen im System gibt. Die Teilchenfluktuationen
AN/N x N —1/2 gind allerdings im thermodynamischen Limit verschwindend klein und
konnen dieses Verhalten nicht erkléren.

Wir haben also irgendwo etwas falsch gerechnet. Das Problem liegt bei dem Ansatz fiir
die Zustandsdichte, wo wir die Zustandssumme durch ein Integral ersetzt haben

V(2m)3/?
d o~ ﬁ/dEEW :/dEg(E).
3

In dieser Néherung tragen die Zustdnde mit F = 0 nicht zur Zustandsdichte bei. Fiir
nicht zu tiefe Temperaturen funktioniert diese Ndherung gut, weshalb wir im Hochtem-
peraturgrenzfall keine Probleme hatten. Wenn sich aber eine makroskopische Anzahl von
Teilchen im Grundzustand befindet, kénnen wir die Teilchen im Grundzustand nicht mehr
vernachléssigen.

Wir wollen nun also einen Weg finden, den Grundzustand entsprechend zu beriicksichtigen.
Mit der Bose-Einstein-Verteilung (3.38) koénnen wir berechnen, wie viele Teilchen sich im

Grundzustand befinden )
z

<n0>:z*171:1—z'
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Insbesondere hatten wir die Bose-Einstein-Verteilung hergeleitet, ohne die oben diskutierte
Integralndherung zu verwenden. Mit der Korrektur durch die Bezetzungszahl des Grund-
zustandes konnen wir Gleichung (3.53) durch folgenden Ansatz fiir die Teilchenzahl des

Bosonengases erweitern
z

V.
N = /\*3L13/2(Z) +
T

Die Teilchendichte ist dann gegeben durch

N _ 1 =z Liz/a(2)
VOV 1-z A3,

1—2z

n =nc+n'. (3.56)

Hier bezeichnet n’ die Dichte des nicht-kondensierten Teilchenanteils und ne dementspre-
chend die Dichte des kondensierten Teilchenanteils. Das C steht fiir “condensate”.

Damit ist das Problem, n konstant halten zu kénnen, wenn z nah an 1 kommt, gelost,
da der hinzugefiigte Summand fiir z — 1 divergiert. Fiir z ~ 1 — N~! ist der Term genau in
der GroBlenordnung von N, also von makroskopischer Bedeutung. Im thermodynamischen
Limes ist z fiir T < T immer so nah an 1, dass wir effektiv z = 1 in den Polylogarithmus
einsetzen konnen, da dieser konvergiert und damit schon nah genug an seinem Grenzwert ist.
Die Teilchenzahl der Teilchen, die nicht im Grundzustand sind, sinkt unterhalb der kritischen
Temperatur dann zwar ab, aber durch ganz kleine Anpassungen in z kann die Teilchenzahl
dann durch den divergierenden Summanden, der die Teilchen im Grundzustand beschreibt,
stabilisiert werden.

Fiir grofe T kann der Anteil der kondensierten Teilchen ne in Gl. (3.56) vernachléssigt
werden. Fiir T' < Ty hingegen ist z so nah an 1, z ~ 1, dass gilt

z

1—z:O(N)

und die Besetzungszahl des Grundzustandes dafiir sorgt, dass die Teilchenzahl erhalten ist.

Wir mochten uns noch einmal Ay genauer anschauen. Nach Gl. (3.55) gilt Lig/ (1) =
€(3/2) = nA},, sowie A\p o T2 und somit g, /Ar = (T/Te)'/?. Beide Gleichungen
kombiniert ergeben die allgemeine Relation

/2
C(3/2) (T’
A= 2 (= . 3.57
7 (3.57)
Es ergibt sich damit nach Gl. (3.56) fiir die Dichte der nicht-kondensierten Teilchen

n T>1Tc
n = Liz 2 (1) _ ¢(3/2) —n (%)3/2 TS TC 5

Ar A7

(3.58)

Der Kondensanteil ist gegeben durch
ne n—n' 0 T>1Tc

= = 3/2 .
n n 1-— (T—j;) T<T¢c

Der Kondensanteil ist in Abbildung 3.9 als Funktion der Temperatur dargestellt. Es ist be-
merkenswert, dass ein Phaseniibergang bei einer endlichen Temperatur T¢ existiert, obwohl
wir ein System von wechselwirkungsfreien Bosonen betrachten. Unterhalb von T tritt eine
Koexistenz von Kondensat und nicht-kondensiertem Bosonengas auf.

Wir wollen jetzt die Energie des Bose-Einstein-Kondensats berechnen. Nach Gl. (3.51)
ist die mittlere Energie gegeben durch

vV 2m\*? E3/2 3VEkpT. .
O e e

In Fall der Energie ist es gerechtfertigt, die Teilchen im Grundzustand zu vernachléssigen,
denn wir haben die Nullpunktsenergie Fy = 0 gefordert und der Grundzustand triigt damit
nicht zur Gesamtenergie bei.
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0 Tc T
Abbildung 3.9: n¢/n als Funktion von T

Fiir T < T¢ setzen wir wieder z = 1 in den (ebenfalls konvergierenden) Polylogarithmus
Lis /o ein und erhalten aus Gl. (3.51) direkt

3.36) VkgT 3 5
E = = 2
A5, 2 2

Wir setzen Gl. (3.57) ein und erhalten

3¢(5/2) T\*?
E=3 tG/2) NkpT (Tc> : (3.60)
~0,770

Damit ergibt sich der Druck zu

2 E 2 T\*?
p= ~ = -0,770 - nkpT (T> ~ 0,085 - m*2h3 (kpT)/2.

T3 V3 c
Der Druck ist also fiir T < T unabhéngig von der Dichte, und verschwindet bei T' = 0.

Zusammenfassung

Setzt man Gl. (3.57) in Gl (3.59) und Gl. (3.53) ein, so ldsst sich die Energie pro Teilchen
des Bosonengases mit Temperatur T kompakt mit folgender Gleichung berechnen

E 3 Lis/o(z) (T 82
— = —kpT — 3.61
N 2P0 (3/2) \1c (3:61)
wobei z fiir T' > T indirekt durch folgende Gleichung gegeben ist
Li Te\*/?
et () (3.62)
¢(3/2) T

und z = 1 fiir T < T¢. Der Exponent in Gleichung (3.62) ist mit 3/2 charakteristisch fiir ein
Kastenpotential und kann fiir andere Potentiale, in dem das Kondensat gefangen ist, auch
einen anderen Wert annehmen.

3.5.4 Waiarmekapazitit

Im klassischen Limes T > T erwarten wir, dass die die Warmekapazitat nach dem Dulong-
Petit-Gesetz gegen den folgenden Wert geht

3
CV == §NkB



KAPITEL 3. QUANTENGASE 68

Mit Gleichung (3.60) ergibt sich die Warmekapazitit im Quantenlimit 7' < T zu

OE| 5 3((5/2) T \*?
= — Nkp | =— . .
A P N PRt (3.63
’ N—————’
~1,925
Es gilt also
lim Cv(T) =1,925- Nk > §]\fk'B,
T—T5 2

was bedeutet, dass die Warmekapazitét bei der kritischen Temperatur hoher als der Hochtem-
peraturgrenzwert ist, wobei T' — T\ bedeutet, dass wir den Grenzwert von unten gegen T
betrachten.

Die Frage ist deshalb, was zwischen der kritischen Temperatur und hohen Temperatu-
ren passiert. Dazu betrachten wir das Verhalten von Cy fiir T > T. Mithilfe von Glei-
chung (3.61), der Produktregel und der Kettenregel kénnen wir direkt schreiben

3 L15/2(Z) 0 ( T )3/2 3 NI{ZBT ( )3/2 8L15/2( ) 0z
Cy = “Nkg — (7= 4= = (3.64)
2 ¢(3/2) or Te 2¢(3/2) \Tc 9z 9T\, x
=2z"1Lig/2(2)

_§<l)3/2
=2\7¢

Der erste Term geht im Limes z — 1 und 7' — T gegen Cy (T ), wie vorher im
Quantenlimit. Im zweiten Term steht ein Faktor

0z
aT

)
V,N

der sehr listig ist, weil nicht nur 3, sondern auch p eine Funktion von 7" ist. Wir konnen die
Ableitung nur iiber einen Umweg berechnen. Wir schreiben dazu:

oz _ 0= Of
aT |,y Of OT|y,x

mit f(z) = Lig/(2).

Aus Gleichung (3.53) folgt fiir T < T¢, dass
Somit ist
3L13/2
or

=5 mNAT = — L13 2(2),
-~ 2 T

und

0z -t 0 . N
<8L]3/2> = £L13/2(Z) =z Lll/Q(Z)

Dieses Ergebnis erhilt man, wenn man die Definition des Polylogarithmus verwendet (3.32)

0 0 0 z - B e A —1y;
2 Lin(z 3*217 ZF? Z 2t =% Lhaa(2) (3:69)
k=1 k=1 k=1 k=1
Wir erhalten also 5 Lig /()
2 3 13/2(% ..
el = .. <0fiur T > T
OT |,y 2T 7 Liy(z) o ¢

Fiir den Limit 7" — T miissen wir das Verhalten von Li; /5(2) fiir 2 — 1 genauer analysieren.
Der Polylogarithmus Li; /5(2) divergiert fiir 2 — 1, also Liy 5 221 5. Das heifit

9z
T |, x

z—1

=— 0.
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Damit gilt

T—TE T—Tg
Bei T' = T¢ ist die Warmekapazitit also stetig. Man kann allerdings iiberpriifen, dass bei
der kritischen Temperatur das das Vorzeichen der Steigung der Wirmekapazitét wechselt.
Damit hat die erste Ableitung in T' = T eine Unstetigkeit. Die Unstetigkeit entsteht erst im
thermodynamischen Limes. Die qualitative Temperaturabhéngigkeit der Wéarmekapazitét ist
in Abbildung 3.10 dargestellt.

Cv
Nkp . . . .
stetig, aber erste Ableitung nicht stetig
2 ,,,,,,,,,, / ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
s | T
2 l
x T3/2 :
*— l
0 Tc T

Abbildung 3.10: Cy als Funktion von T

In Aufgabe 1 vom Ubungsblatt 8 wird gezeigt, dass Bose-Einstein-Kondensate in 1 oder
2 Dimensionen nicht auftreten konnen. Das liegt im Grunde daran, dass das in Gleichung
(3.53) auftretende Integral fiir andere Zustandsdichten im 1- oder 2-dimensionalen Raum
nicht konvergiert fiir z — 1.

Bose-FEinstein-Kondensate wurden schliellich im Jahr 1995 experimentell nachgewiesen,
etwa 70 Jahre nach ihrer ersten Vorhersage. Die Ubergangstemperatur um das Kondensat
zu erzeugen ist ungefihr 7' ~ 10~ 7K. Die urspriinglichen Entdecker des Bose-Einstein-
Kondensats, Eric Cornell, Carl Wieman und Wolfgang Ketterle erhielten den Nobelpreis fiir
Physik im Jahr 2001.

3.6 Fermionengas

Fermionen sind ununterscheidbare Quantenteilchen mit halbzahligem Spin und einer anti-
symmetrischen Wellenfunktion unter Vertauschung zweier Teilchen

Daraus folgt das Pauli-Ausschlussprinzip: keine zwei Fermionen konnen im gleichen Zu-
stand sein. Bei niedrigen Energien dominiert das Pauli-Prinzip die Physik. Dadurch ist das
Verhalten von Fermionen bei tiefen Temperaturen fundamental anders als bei Bosonen.

3.6.1 Fermi-Dirac-Verteilung

Die grofikanonische Zustandssumme fiir Fermionen in einem Zustand |r) ist

= exp(=Bn.(E, — p)) = 1+ exp(—B(E, — p)),

n,=0,1

wobei die Besetzungszahl jetzt nur noch n, = 0 oder n,, = 1 sein kann, da der Zustand nicht
mehrfach besetzt werden darf. Die groflkanonische Zustandssumme fiir alle Zusténde ist also

Zype = [T (1 + exp(=B(E, — ). (3.66)

T
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Daraus ergibt sich die mittlere Teilchenanzahl zu

10
N = Bailuln(zgk)

wobei die durchschnittliche Besetzungszahl vom Zustand |r) gegeben ist durch

1
eXp(ﬁ(Er - ;U')) + i

Dies ist die Fermi-Dirac-Verteilung. Sie unterscheidet sich von der Bose-Einstein-Verteilung
nur durch das Vorzeichen im Nenner. Dadurch gibt es keine Konvergenzprobleme bei der
Fermi-Dirac-Verteilung. Entsprechend kann das chemische Potential p fiir Fermionen ein
positives oder negatives Vorzeichen haben.

<”T> =Ny =

Ein ideales Fermionengas im thermodynamischen Limes hat die Zustandsdichte

vV o/2m\>/?
g(E) = 2 <h2> -E'Y? . g,, (3.67)
wobei
gs =2s+1

den Spin-Entartungsfaktor bezeichnet. Damit kénnen wir, vollig analog zum Fall der Boso-
nen, folgende Groflen berechnen

e die Teilchenzahl

N= / z7lexp 5)E)
b= / z~texp( 6?)

In(Zg) = /dEg E)In(1 + zexp(—BE))

e die Energie

e den Druck

1
pV ==

B

2
=<E
3

Bemerke, dass man fiir Fermionen Integrale von folgender Form vorfindet

1 ee} n—1
—Li,(—2) = 7)/ doe — 2 (3.68)
0

)= T'(n z7lexp(z) + 1
diesmal mit einem ,,+* im Nenner.

Auch die Hochtemperaturentwicklung folgt die gleichen Schritte wie im Fall von Bosonen.
Im Limit z <« 1 folgt die Zustandsgleichung

2 3 3
7]) = E + E . )‘T +0 E )
kgT Vv Vv 4\/§gS Vv

Dabei kann man den Faktor

A1
42,
als Virialkoeflizient Bo(T), wie in Gleichung (2.15), verstehen. Im Unterschied zum Boso-

nengas ist der Druck nun erhoht, was man intuitiv aus den Austauschkorrekturen von dem
Pauliprinzip verstehen kann.
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3.6.2 Grundzustand

Fiir T'— 0 resultiert die Verteilung

1 . 1 E<pu
exp(B(E —p)) +1 0 E>p

Das heifit, die Fermionen fiillen die niedrigen Energieniveaus auf, bis zur Fermi-Energie

Ep = u(T = 0). (3.69)
n(E)
1 ‘
0 r E

Abbildung 3.11: Die Fermi-Dirac-Verteilung bei T'= 0

Die Energie, beziehungsweise die Impulse, wachsen also monoton an, bis zum Fermi-
Impuls
Pr = ﬁ]{)F = (QmEF)l/Q.

Die gefiillten Energieniveaus haben einen Wellenvektor |l;| < kp innerhalb der Fermi-Kugel.
Wir berechnen die Teilchenzahl fiir Temperatur 7" = 0

N(T =0) = /OOO dE ¢(E)O(Er — E)

Er
= dE g(E)
0
_ gV (2m 8/ 3/
T o6m2 \ B2 B
Daraus ergibt sich die Fermi-Energie zu
n2 (6x2 N\°
EF:2m(g -V) . (3.70)

Die Energie wird dann
Ep 3
E(TzO):/ dEE-g(E):gEFN
0

und der Druck wird zu
p(T =0)= 2. ﬁEF
5 V
Das Fermionengas hat also, im Gegensatz zum Bosonengas, auch bei T' = 0 einen nicht-
verschwindenden Druck: der Entartungsdruck. Die Fermi-Temperatur

Er

Tp=-F
F kn
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definiert die Temperaturskala. Bei T' > T reden wir vom Hochtemperaturgrenzfall, und
T < Tr sind “niedrige Temperaturen”. “Niedrig” ist hier sehr relativ: fiir Elektronen
in einem Metall ist T ~ 10*K, und fiir Elektronen in einem weien Zwerg ist sogar
Tr > 107K. Erstaunlicherweise spielt es keine entscheidende Rolle, dass wir die starke
Elektron-Elektron-Wechselwirkung der Elektronen im Metall nicht beriicksichtigt haben.
Aus der Fermi-Fliissigkeits-Theorie von Lew Landau wird deutlich, warum wir — trotz unse-
rer Vernachlédssigung der Teilcheninteraktionen — Elektronen in normalen Metallen effektiv
als wechselwirkungsfreies Fermionengas beschreiben kénnen.

3.6.3 Sommerfeld-Entwicklung

Wir betrachten jetzt das Verhalten des Fermionengases bei tiefen Temperaturen

E T=0

Das heif3t
uB =1In(z) > 1.

Qualitativ erwarten wir eine Aufweichung der Fermi-Kante bei £ ~ u. Dieses Verhalten

n(E)

0 E

Abbildung 3.12: Die Fermi-Kante bei 0 < T < Tp.

wollen wir quantitativ beschreiben. Dazu moéchten wir die Groflen

3/2  roo 1/2
un E gs [ 2m 3/2 poo FE3/2 3 gs
V 42 (7?) /0 B 2z lexp(BE) +1 - ingTfWQ(Z)
entwickeln. Dabei haben wir Integrale der Form
1 e L
fa(2) = —Lin(=2) = m/O dx @) 11 (3.72)

abgekiirzt. Fiir die auf Arnold Sommerfeld zuriickgehende Sommerfeld-Entwicklung miissen
wir zunéchst einige vorbereitende Umformungen machen, wobei In(z) = Su gilt

Bu :L.nfl e o] ‘rnfl
() = [ de— 2 dr — 2
(20 () /0 v 2z Lexp(z) +1 * /ﬁu v z7lexp(x) + 1

By 1 00 g1
= dra" ' 1 —— )+ / de ———————
0 1+ zexp(—2x) e z7lexp(x) + 1

1 n B n—1 [e’e} n—1
:M_/ dxxi# de
n 0 1+ zexp(—x) Bu z7lexp(z) + 1
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Mit der Substitution
m=0u—x, m=z—Lu

konnen wir das schreiben als

_ () P (Bu )t (B +m)" "
fu()T () = S / an S / T
(ln(Z))" Ty, Brmm)" B+ m2)" "
= / 4 1+eXp(m / > 1+exp(nn)
Bp+n)" = (Bu—n)"!
/ dn e , (3.73)

Dadurch, dass wir die obere Integralgrenze des dn;-Integrals zu oo verschieben, wird ein
Fehler der Gréfienordnung exp(—£u) = 2~ ! introduziert. Im Limes In(z) > 1 ist der Fehler
also exponentiell klein. Um das drn-Integral zu l6sen, machen wir eine Taylor-Entwicklung
des Zihlers in erster Ordnung in 7/8u < 1

Bu+m)" " = (B =)t = (Bp)" ((1 + &)nl — <1 -~ BZ)"I)

= (1=t 1L

=2(n —1)(Bp)" "+
Setzen wir diese Entwicklung in Gleichung (3.73) ein, so erhalten wir fiir z > 1

(In(2)"

n

Fal2)T(n) ~ +2(n — 1)(In(z))" 2 /0 T (3.74)

exp(n) +1
Das Integral kénnen wir losen, indem wir die alternierende geometrische Reihe

= _ k(_1\k _ 1
D e

verwenden. Wir schreiben mithilfe der Substitution u = kn

dn7=/ dn nexp(—n) ——
/0 exp(n) +1 Jp ( )1 + exp(—n)

= /OOO dnn»  exp(—kn)(—1)**!

k=1

s 7(_1)k+1 - uuexp(—u
=> /Od p(—u).

=1

Wir kénnen die resultierende Summe umschreiben zu

i<_1)k+l ) 1 1 1

Ea R A
k=1
1 1 1 1 1
= 1+27+32+42+--- - 22+42+
2 1 1 1
1 2
==((2) = —.
Eingesetzt in Gleichung (3.74) erhalten wir dann schliefflich
1 72 n(n—1)
n(2) &~ | "l =+ . 3.75
PO~ o e (1 T ) (3.75)
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Das ergibt die folgenden Entwicklungen fiir Teilchenzahl und Energie

Z&fsz(z)% L (2mp)?/? 1+12- kT 2+"'
A3 78/ 6m2h3 8 o

2
3 s gs 3/2 5/2 5772 kBT
— 29 o ~ 2 14+ 2 (EB2) 4.
2)\% B fS/Q(Z) ]_07T2h3( m) 12 + ] 1 +

Wir erhalten zusétzlich einen Ausdruck fiir 4(7"), indem wir N fixieren und n = N/V nach

1 auflésen
w2 (kpT\?
wT) = Ep <1—12 (EF ) + .

Ep = (T =0),

was mit der Definition der Fermi-Energie aus Gleichung (3.69) iibereinstimmt. Im klassischen
Limes T' > Tr wird das chemische Potential wieder negativ. Um nun die Warmekapazitét
zu berechnen, kénnen wir nicht einfach F/V nach T ableiten, weil p auch eine Temperatu-
rabhéingigkeit hat. Deswegen berechnen wir zuerst

E _ BV _3Ep (57 (kpT 2+

N N/V 5 12 \ Ep ’
Die Entwicklungen von u(7T') und E/N heien Sommerfeld-Entwicklung. Sie sind giiltig
im Regime 0 < T' < Tr. Die Wirmekapazitit ergibt sich jetzt zu
_ OF T

- — - 3
-7l Nkp o+ O(T°). (3.76)

<@ <=

In der Tat ist

Cy

Das heifit, Cy steigt fiir niedrige Temperaturen linear an, und geht im klassischen Limes
gegen den Dulong-Petit-Grenzwert Cy = %N kp.

Cv
!
/ klassischer
ENkp f---fmmmmmmmmmmeemaaan —y CASSISCRC
K Limit
!
!
!
!
!
!
!
//
Iy
xT
0 T

Abbildung 3.13: Cy in der Sommerfeld-Entwicklung

Der Druck ist gegeben als

2FE 2N 572 (T \°
=~ _FEp|14+=—(— T ).
P=3v ™5V F( U <TF> + 0 )>

Im Vergleich zum idealen klassischen Gas ist der Druck nun also erhoht.
Die Entropie ist

S—l(EJr V —uN)=k Nﬁ£+O(T3)
_T D 1% — B 2TF )

was dann auch wieder o9
Cy =T —
v or V,N

ergibt.
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p

0 T

Abbildung 3.14: p in der Sommerfeld-Entwicklung

3.6.4 Anwendung: Weifle Zwerge

Wie Metalle kann man bestimmte Sterne in der Fermi-Fliissigkeitstheorie gut durch das
Modell eines freien Eletronengases beschreiben. Wir betrachten hier IV Elektronen in einem
sphérischen Volumen V = %TFRB. Die Elektronen kénnen sich néherungsweise frei um die
Atomriimpfe bewegen, die jeweils aus v Protonen und Neutronen pro Elektron bestehen. Die
Materie des Sterns wechselwirkt gravitativ und hélt den Stern in seiner sphérischen Form
zusammen. Sobald in einem Stern keine Kernfusion mehr stattfindet, geht die Temperatur
T — 0. Warum kollabiert der Stern dann nicht unter der Gravitationskraft einfach zu einer
Punktmasse? In bestimmten Sternen, die wir weifle Zwerge nennen, wird die Antwort durch
das Pauliprinzip der Elektronen gegeben. Der Stern muss sich fiir seine Stabilitdt gegen die
Gravitation auf den Entartungsdruck der Elektronen

=_—Fp.
p sy OF
verlassen. Die Fermi-Energie ist nach Gleichung (3.70) gegeben durch
B2 N 2/3
Ep = — 2_ .
7 om (37T V>

Unter der Annahme, dass die Dichte des Sterns iiberall gleich grof3 ist und der Stern einen
Radius R hat, ergibt sich die Gravitationsenergie zu

30y
5 R’

wobei G die Gravitationskonstante ist. Wenn wir Exin + Egray minimieren, folgt dass

Egrav =

Roc M~Y/3,

Das heifit, je mehr Masse der Stern hat, desto kleiner wird sein Radius. Fiir sehr kleine
Radien R — 0 wird die Fermi-Energie sehr groff. Wir brauchen also eine relativistische
Behandlung. Dafiir greifen wir zuriick auf die relativistische Zustandsdichte aus Gleichung
(3.7), die wir mit dem Spin-Entartungsfaktor g, = 2 multiplizieren miissen. Damit ist die
Zustandsdichte gegeben durch

VE
g(E) = W V E2 — m204.
Im ultrarelativistischen Grenzfall E > m, konnen wir die Zustandsdichte entwickeln, indem
wir VI —2 =1—- % + O(2?) fiir £ < 1 verwenden

|4 m2ct
= — (B> -~ ...
9(E) m2h3c3 ( 2 + )

Damit ergibt sich die kinetische Energie zu

Er 1 2.4
Fign = / dE Eg(E) = —o ( 1 -TC
0

2
m2h3c3 ZEF 4 Er +)
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und die Teilchenanzahl zu

E
N:/OFdEg(E):WQ;L/SCB(; %—mZCZlEFer). (3.77)
Die Gesamtenergie des Systems ist dann gegeben durch
3he (97 ( M \* Ve 3 1
Exin + Egrav = | =~ <4 <7mp> ) - 5GNM2 =t O(R). (3.78)

Dabei ndhern wir die Gesamtmasse des Sterns durch
M =~yNmy,

wobei m,, die Protonenmasse ist und y der Faktor, der fiir die tatséichliche chemische Zu-
sammensetzung des Sterns beschreibt, wie viele Protonen und Neutronen im Verhéltnis zu
einem Elektron gehoéren. Wir konnen iiberpriifen, dass Gleichung (3.78) stimmt, indem wir
die Teilchenanzahl aus Gleichung (3.77) einsetzen fiir % = N. Dann folgt

4/3 4/3
M / _ N4/3 - V4/3 1E3 /
ymy, (m2h3¢3)4/3 \ 37°F '
Damit ist dann

1/3
she (M) or\U 1 _she VS 1 N om0 1
4 \\ym,/) 4 R~ 4 (m2m3c3)a3 \37F 4 R

4/3 ; 1/3
v ~1E4 56.3(1> ! 91/3.7r1/d.(l>/ Ly3.

TR 4 F (BB
—_——

=FExin

o <V>1/3
— Lvkin %TFRS

= Ekin .

3 w2/3 4

Ist die Gesamtenergie in Gleichung (3.78) positiv, so geht die Gesamtenergie zu einem sta-

bilen Minimum, bei dem der %-Term den linearen Term ausgleicht. Es entsteht ein weiler

R
Zwerg. Falls aber der %—Term negativ ist, so kommt es zu einem Kollaps. Das passiert, wenn
die Masse grofler ist als die Chandrasekhar-Grenze
he \*? 1
wz ()"
Gn (ymyp)

Je nach Masse kann der Stern zu einem Neutronenstern oder zu einem schwarzen Loch
kollabieren. Die Protonen und Elektronen werden durch Kernfusion zu Neutronen, des-
sen Entartungsdruck dann wieder fiir die Stabilitit gegen die Gravitation sorgt. Auch hier
kann man analog eine maximale Masse von Neutronensternen abschétzen, oberhalb derer
der Neutronenstern dann endgiiltig zu einem schwarzen Loch kollabiert, die sogenannte
Oppenheimer-Volkoff-Grenze.

Abschlieflend moéchten wir anmerken, dass der Faktor g—; eine interessante Zusammen-
setzung von Konstanten aus der Gravitation, Relativitdtstheorie und Quantenmechanik ist.

Bei Teilchenenergien entsprechend dieser sogenannten Planck-Masse

e — (Y
Pl — GN

brauchten wir die Quantengravitation, die bisher nur in Ansétzen existiert.

==



Kapitel 4

Thermodynamik

4.1 Einleitung

Bisher haben wir uns auf die statistische Physik konzentriert. Mit einem statistischen Zugang
konnten wir durch die mikroskopische Dynamik von Vielteilchensystemen makroskopische
Phénomene erkldren. In diesem Kapitel werden wir uns die klassische Thermodynamik an-
schauen. Die klassische Thermodynamik erkldrt das Verhéltnis zwischen makroskopischen
Groflen mithilfe eines axiomatischen Zugangs. Die grundlegenden Axiome werden dabei
Hauptsitze genannt. Aufgrund des axiomatischen Zugangs wird die klassische Thermody-
namik héufig auch als phinomenologische Thermodynamik bezeichnet.

In Kapitel 1 haben wir den ersten und zweiten Hauptsatz schon als Konsequenz der sta-
tistischen Physik beschrieben. Historisch wurden aber die Hauptsitze und die (phdnomeno-
logische) Thermodynamik entwickelt, bevor man Atome und statistische Physik genauer
verstanden hatte. In diesem Kapitel werden wir deshalb einen Schritt zuriicktreten und
unser mikroskopisches Wissen nicht benutzen. Dadurch wird die Theorie allerdings auch
allgemeiner anwendbar: Da wir die Ergebnisse, die wir aus der Thermodynamik ableiten,
nicht unbedingt auf mikroskopischen Annahmen iiber die Natur des Systems aufbauen, ist
die Theorie auch nicht auf ein bestimmtes System beschrankt. Somit ist die Thermodynamik
auf fast jedes physikalische System anwendbar: von der Quantenmechanik und Gravitation,
bis zur Chemie und Biologie.

Ausgehend von #hnlichen Uberlegungen wie in Kapitel 1 — ohne die mikroskopischen
Argumente — diskutieren wir im Folgenden die Begriffe Energie, Arbeit, Wirme, Entropie
usw. von einem rein phinomenologischen Standpunkt aus. Immer wieder werden wir auch
Parallelen bei Herleitungen der phédnomenologischen Thermodynamik zu der statistischen
Physik kommentieren. Zum Beispiel wird der thermodynamische Begriff der Entropie genau
dquivalent sein zur Boltzmann-Entropie aus der statistischen Herleitung.

4.2 Nullter Hauptsatz

Wir fithren zunéchst einige Begriffe ein:

e Ein komplett abgeschirmtes System befindet sich innerhalb von adiabatischen Winden,
die keine Wechselwirkungen mit der &ufleren Umgebung erlauben, und wird als isoliert
bezeichnet.

e Winde, die Energieaustausch, aber keinen Teilchenaustausch zulassen, werden als dia-
thermisch bezeichnet. Systeme, die so verbunden sind, sind im thermischen Kon-
takt.

e Ein genug lange isoliertes System strebt zu einem makroskopisch statischen Zustand,
der als Gleichgewicht bezeichnet wird.

7
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Da mikroskopische Informationen nicht mehr vorhanden sind, arbeiten wir nur mit rein
makroskopischen Variablen. Fiir ein einfaches Gas sind das der Druck und das Volumen.
Kennen wir den Druck und das Volumen, dann folgen alle anderen Groflen direkt daraus.
Fiir allgemeine Systeme konnen dies aber auch andere Variablen sein, wie zum Beispiel das
elektrische Feld und die Polarisierung fiir Dielektrika, oder das magnetische Feld und die Ma-
gnetisierung fiir Magnete. Im Folgenden arbeiten wir nur mit dem Druck p und Volumen V.
Falls n6tig, kann man das dann verallgemeinern. Um eine Definition der thermodynamischen
Temperatur aufzustellen, brauchen wir den nullten Hauptsatz.

Nullter Hauptsatz: Zwei Systeme A und B, die im Gleichgewicht mit einem System
C sind, sind auch im Gleichgewicht miteinander.

Diese Eigenschaft ist transitiv und fiihrt zu der Definition der folgenden Aquivalenzrelation

A~C

= A~B
poann

wobei wir zwei Systeme A ~ B #quivalent nennen, falls sie im Gleichgewicht miteinander
sind.

Wir kénnen damit schon eine thermodynamische Temperatur definieren. Seien dazu
das System A mit (p;, V1) und das System C' mit (ps, V3) im thermischen Kontakt. Im
Gleichgewicht gelte folgende verallgemeinerte Bedingung

Fac(p1, Visps, V) = 0.

Wenn wir beispielsweise p1, V1 und ps kennen, so wird V3 eindeutig festgelegt. Wir schreiben
das mit einer weiteren Funktion

Vs = fac(p1, Visps).

Analog gelte fiir die Systeme B und C

Fpc(p2,Vaips, V3) =0 = Vi = fpc(p2, Vaips).
Es gilt also folgende Gleichheit

fac(p1,Viip3) = fBc(p2, Va; ps3). (4.1)

Aufgrund der im Nullten Hauptsatz definierten Transitivitdt folgt aus Gl. (4.1) folgendes
verallgemeinertes Gleichgewicht

Fap(p1,Viip2, Vo) = 0. (4.2)

Da nun aber Gleichung (4.2) aus (4.1) folgt und in (4.2) keine p3-Abhéngigkeit besitzt, muss
die p3-Abhingigkeit in (4.1) auf beiden Seiten gleich sein, sodass man sie eliminieren kann.
Wenn wir diese p3-Abhiingigkeit auf beiden Seiten in Gleichung (4.2) loswerden, erhalten
wir eine Gleichung von der Form

©.4(p1,V1) = Op(p2, Va).

Die Funktion
O, V)=T

wird als Temperatur bezeichnet und wir erhalten das intuitive Ergebnis, dass die Tempe-
ratur von zwei Systeme im Gleichgewicht gleich ist. A priori kénnte man stattdessen auch
mit T = /O(p, V) oder dergleichen arbeiten, aber der zweite Hauptsatz wird die kanonische
Wahl T'= O(p, V) festlegen. Man kann die Temperatur auch einfach in einem bestimmten
Referenzsystem definieren. Phanomenologisch kénnten wir dafiir einfach aus experimentellen
Daten die ideale Gasgleichung

TPV

Nkp

verwenden. Damit ist dann wegen der Transitivitit die Wahl der Temperatur auch fiir alle
anderen Systeme festgelegt.
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4.3 Erster Hauptsatz

Der erste Hauptsatz handelt von der Energieerhaltung und den verschiedenen Formen von
Energie. Wir konnen ihn formulieren als

Erster Hauptsatz: Die benotigte Arbeit, um ein isoliertes System vom Zustand A in
den Zustand B zu bringen, ist unabhéngig davon, wie die Arbeit verrichtet wird.

Dies ergibt die Zustandsfunktion E(p,V): die Energie. Der erste Hauptsatz sagt uns,
dass AE = W die verrichtete Arbeit ist, egal wie die Arbeit verrichtet wurde. Fiir nicht-
isolierte Systeme gilt dann

AE=Q+W,
wobei @ die Energieinderung quantifiziert, welche nicht durch Arbeit passiert. Diese Grofie

heiit Warme. Die Wirme ist zum Beispiel relevant, wenn wir zwei Systeme mit 17 # T5
im thermischen Kontakt betrachten.

Bemerke: Wir kénnen nicht £ = @ + W schreiben, da weder @ noch W Zustandsfunk-
tionen sind. Das System wird also charakterisiert von der Energie, und nicht von der Arbeit
oder Wirme.

FEine praktische Konsequenz des ersten Hauptsatzes ist die Unmoglichkeit eines Perpe-
tuum mobiles erster Art, da fiir ein thermisch isoliertes System AFE = W gilt. Damit der
Anfangszustand und Endzustand vom Kreisprozess gleich sind, muss AE = 0 sein. Die
verrichtete Arbeit ist dann auch W = 0.

4.3.1 Quasi-statischer Prozess

Ein langsamer Energieaustausch, bei dem das System effektiv immer im Gleichgewicht ist
und damit durch die Variablen p und V' beschrieben werden kann, wird als quasi-statischer
Prozess bezeichnet.

Weg 2

— Weg 1

0 Vv

Abbildung 4.1: Zwei quasi-statische Prozesse von A zu B

Wir kénnen dann infinitesimal fiiv F(p, V') schreiben

9 OF
dE = Zap+ Lay.
ap Pt gy

Weil @ und W im Gegensatz dazu keine Zustandsgréfien sind, schreiben wir auch
dE =6Q + W. (4.3)

Wir mo6chten noch einmal kurz erldutern, warum wir hier das Symbol éW einfithren und
was genau das bedeutet. Aus der Diskussion nach Abbildung 1.4 haben wir gelernt, dass

SW = —p-dV

eine Form von Arbeit ist. Es gibt nun aber keine Funktion W (p, V), so dass dW = —p-dV.
Der Versuch W(p, V') = —pV ergibt zum Beispiel

AW = —p-dV -V - dp,
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was im allgemeinen nicht gleich —p - dV ist. Damit wird auch klar, dass W keine Zustands-
grofe ist, und §W deshalb nicht als totales Differential geschrieben werden kann. Das im-
pliziert dann auch, dass die infinitesimale Arbeit éW vom gewihlten Weg abhingt. Fiir
eine Zustandsgrofle wie die Energie, ist die Energie unabhéngig vom Weg, egal welchen
quasi-statischen Prozess vom Zustand A zum Zustand B wir nehmen,

[dE = B2 Vi) - B ).
Im Gegensatz dazu hingt die Arbeit

/5W:f/pdv

tatsdchlich vom Weg ab. Dies fiihrt uns auf den zweiten Hauptsatz.

4.4 Zweiter Hauptsatz

Ein Spezialfall von quasi-statischen Prozessen sind reversible Prozesse. Ein Prozess heifit
reversibel, wenn er auch riickwérts laufen kann. Intuitiv heifit das dass der Prozess ohne
Reibung und Verluste verlauft.

p

P2

P1

Abbildung 4.2: Ein reversibler Prozess

In Abbildung 4.2 ist solch ein reversibler Prozess dargestellt. Gehen wir von (p1, V1) zu
(p2, Vo) iiber Weg I, und zuriick zu (p1, V1) iiber Weg II (oder umgekehrt), so ist

j{dEzO,

}{ pdV #0.
Dabei bezeichnet § ein Wegintegral iiber eine geschlossene Kurve. Nach dem ersten Haupt-

satz ist
%5Q=j{pdV=—7{5W.

Je nach Richtung verrichtet das System also Arbeit und absorbiert Warme aus der Umge-
bung — oder Arbeit wird am System verrichtet und Wérme emittiert.

aber

Es gibt zwei iibliche Formulierungen des zweiten Hauptsatzes:

Zweiter Hauptsatz nach Kelvin: Es ist kein Prozess moglich, bei dem nur Wérme von
einem heiflen Reservoir in Arbeit umgewandelt wird.

Zweiter Hauptsatz nach Clausius: Es ist kein Prozess moglich, bei dem nur Wirme
von einem kélteren zu einem warmeren Reservoir transportiert wird.

Das “nur” in beiden Versionen des Hauptsatzes ist wichtig. Prozesse, bei denen Wérme
von einem kélteren zu einem wérmeren Reservoir transportiert wird, sind in der Tat moglich
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— genau das macht ein Kiihlschrank. Der Unterschied liegt darin , dass der Kiihlschrank nicht
nur Wérme transportiert: er verbraucht “Arbeit” in der Form von Elektrizitét.

Die Hauptséitze von Kelvin und Clausius sind dquivalent. Um das zu veranschaulichen,
beweisen wir eine Richtung der Aquivalenz durch Widerspruch. Nehmen wir an, dass der
zweite Hauptsatz von Kelvin nicht gilt, so konnen wir eine Maschine konstruieren, die die
Wiérme eines heiflen Reservoirs vollstindig in Arbeit umwandelt. Diese Arbeit kénnen wir
dann verwenden, um mit einem Kiihlschrank Warme von einem kélteren Reservoir zum
heiflen Reservoir zu transportieren. Die Kombination der zwei Maschinen widerspricht jetzt
den zweiten Hauptsatz nach Clausius. Diese Argumentation ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

warmer
W oy,

Q Qu
. . W ir.
nicht Kelvin » Kiihlschrank
Qk

S
Abbildung 4.3: “nicht Kelvin” = “nicht Clausius”

Manchmal wird der zweite Hauptsatz auch iiber die sogenannte thermodynamische Entro-
pie definiert. Unser Ziel ist, im Rest von Kapitel 4.4 zu zeigen, dass unsere Formulierung des
zweiten Hauptsatzes es tatsédchlich erlaubt, eine solche thermodynamische Entropiefunktion
zu definieren. Diese wird mit der Boltzmann-Entropie iibereinstimmen, sobald mikroskopi-
sche Information bereit steht.

4.4.1 Carnot-Prozess

Fiir reversible Prozesse haben wir gefunden, dass ¢ §Q = — ¢ §W. Das steht nicht im Wi-
derspruch zum zweiten Hauptsatz nach Kelvin, weil reversible Prozesse nicht nur Warme
von einem heiflen Reservoir extrahieren, sondern auch notwendigerweise anderweitig Wérme
abgeben miissen.

Wir definieren dafiir thermodynamische Prozesse, bei denen eine bestimmte Gréfie kon-
stant gehalten wird. Wir nennen einen Prozess

e isobar, wenn p = konstant,

e isotherm, wenn T = konstant,
e adiabatisch, wenn §@Q) = 0 und
e isochor, wenn V' = konstant.

FEin spezieller, reversibler Prozess ist der Carnot-Prozess, welcher aus den folgenden 4
Schritten besteht:

e [A—B]J: isotherme Expansion. Das System leistet Arbeit duch Expansion bei konstan-
ter Temperatur und nimmt dadurch die Warme @Q,, aus der Umgebung auf.

e [B—C]: adiabatische Expansion. Das System wird jetzt isoliert aber das Gas expandiert
weiter. Dabei nehmen Druck und Temperatur ab.

e [C—D]: isotherme Kompression. Das System wird bei konstanter Temperatur kompri-
miert. Die Umgebung erhélt dadurch die Abwérme Q.

e [D—A]J: adiabatische Kompression. Das System wird wieder isoliert, und wir kompri-
mieren das Gas weiter. Dabei steigen notwendigerweise Druck und Temperatur an.
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A——B——>C—>D——A

Abbildung 4.4: Der Carnot-Zyklus

Das dazugehorige p-V-Diagramm ist in Abbildung 4.5 dargestellt.

p

Ty

0 Vv

Abbildung 4.5: p-V-Diagramm des Carnot-Prozesses

Die totale absorbierte Warme ist @, — @ und nach dem ersten Hauptsatz gilt also

W = Qu — Q.
Damit kénnen wir den Wirkungsgrad (des Carnot-Prozesses) definieren:

g W _Qu-Cr_ G

Qu Qu Qu

Nach dem zweiten Hauptsatz von Kelvin ist ein Wirkungsgrad n = 1 nicht moglich, aber
was ist der maximale Wirkungsgrad? Der Satz von Carnot gibt uns die Antwort.

(4.4)

Satz von Carnot: Von allen Maschinen, die zwischen Wérmereservoiren arbeiten, sind
die reversiblen am effizientesten. Zusétzlich haben alle reversiblen Maschinen den gleichen
Wirkungsgrad, welcher nur von der Temperatur der Reservoirs abhéngt: n = n(Ty, Tk)-

Um den Satz von Carnot zu beweisen, betrachten wir eine zweite, nicht-reversible Ma-
schine NC. Angenommen, NC absorbiert @), aus dem heifilen Reservoir und gibt Q) in das
kalte Reservoir ab. Dann kénnen wir mit der Arbeit von NC einen Carnot-Prozess riickwérts
betreiben.

Netto extrahiert das gesamte System der zwei Maschinen die Wérme @, — Q,, vom
wérmeren Reservoir. Nach der Energieerhaltung muss das auflerdem gleich der Wirme sein,
die in das kéltere Reservoir iibergeht

Qr — Qr = Qy — Qu- (4.5)
Mit dem zweiten Hauptsatz nach Clausius folgt zusitzlich, dass
Q;u - Qw Z Oa also Qiu Z QUM (46)

denn sonst wiirde das System nur Wérme von dem kélteren zum warmeren Reservoir trans-
portieren. Der Wirkungsgrad von NC ergibt sich jetzt zu

nNe = Q;u _Q;c (g’) Qw _Qk (4<6) Qw _Qk
Qy @, = Qu

= ’]’]C.
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Abbildung 4.6: NC betreibt eine Carnot-Maschine riickwiéirts

Wir erhalten also das gewiinschte Resultat

nc 2 1NNe- (4.7)

Nehmen wir nun an, dass NC auch reversibel ist, dann kénnen wir mit der gleichen Argu-
mentation zeigen, dass

NG 2 Ne- (4.8)

Gleichungen (4.7) und (4.8) zusammen ergeben jetzt, dass

nNc = Nc

fiir alle reversiblen Maschinen zwischen T, und Ty. Da die Temperaturen der beiden Re-
servoirs die einzigen Variablen sind, muss der Wirkungsgrad eine Funktion von T,, und T}
sein.

4.4.2 Temperatur
Im Kapitel 4.2 haben wir die Temperatur definiert als

T'=06(@V).

Dabei war es nicht klar, warum das und nicht zum Beispiel 1/O(p, V') die richtige Definition
sei. Mit der idealen Gasgleichung, die aus experimentellen Daten bestimmt werden kann,
folgte
r=2
Nkp

Jetzt konnen wir alternativ auch eine Temperatur durch den Carnot-Prozess definieren.
Dazu betrachten wir zwei Carnot-Maschinen, von denen eine zwischen 77 > T5 arbeitet,
und die andere zwischen Ty > T3. Die erste Maschine extrahiert die Warme 7 und gibt die
Waérme Q5 ab. Dabei gilt

n:l—Q— = Q=0Q:i(1-n(T,T»)). (4.9)
1

Die zweite Maschine extrahiert die Warme @2 und gibt die Warme @3 ab. Der Wirkungsgrad
dieser Maschine ist
n=1- s
Q2

Damit kann die Warme Q)3 ausgedriickt werden als

Qs = Q2(1 — (T2, Ts))

@ Q1(1 = (T, 1)) (1 — n(T2, Ts)). (4.10)
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Wenn wir die beiden Maschinen als ein System betrachten, folgt aus Gleichung (4.10) auch

Qs = Q1(1 —n(T1, T3)).

wobei

1—n(Ty,T3) = (1 —n(T1,T2)) (1 — n(T2, T)) (4.11)

gelten muss. Die linke Seite der Gleichung hat keine T5-Abhéngigkeit. Das heifit, in der
rechten Seite muss sich die To-Abhéngigkeit herauskiirzen. Da sich die T3-Abhéngigkeit
herauskiirzen muss, kénnen wir annehmen, dass n die folgende Form annimmt

(1)
g(Th)

Damit schreiben wir die rechte Seit vom Gleichung (4.11) um zu

[(Tz)  f(T3)

g9(Tr) g(1z)

Damit sich die T5-Abhéngigkeit herauskiirzt, miissen die Funktionen f und g gleich sein. Es
folgt

1- 77(T17T2) =

(1 (T, T) (1~ (T3, ) =

f(13)

f(T7)

Wir wéhlen die einfache Funktion f(7T) = T. Die Temperatur wird dann iiber den Wir-
kungsgrad des Carnot-Prozesses definiert

1—n(Ty,T3) =

(T, T3) =1 — . (4.12)

Jetzt haben wir zwei unterschiedliche Definitionen der Temperatur. Einerseits die Defi-
nition iiber den nullten Hauptsatz und der idealen Gasgleichung

pV

T=2L_
Nkg

aus T =0(p,V),

und andererseits die Definition iiber den Carnot-Prozess. Wir werden nun zeigen, dass diese
beiden Definitionen dquivalent sind, indem wir den Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses fiir
das ideale Gas explizit berechnen.

Das ideale Gas hat die innere Energie
3
E= §N kpT,

was phédnomenologisch aus experimentellen Werten von Cy = g—g |V zu bestimmen ist, um
mikroskopische Informationen nicht zu gebrauchen.

In dem Schritt [A—B] des Carnot-Prozesses expandiert das System isotherm. Das heifit
dT =0, und damit auch dE = 0. Nach dem ersten Hauptsatz gilt dann §QQ = —éW. Damit
folgt

B B B B
Qu = / 5Q = 7/ SW = / pdV = / NbsTw 1 NipTyn <VB) . (4.13)
A A A A v Va

Analog folgt fiir den Schritt [C—D]

Qr = —NkgpTiIn <VD) . (4.14)

c

Die Expansion [B—C] verlduft adiabatisch, das heifit §Q = 0. Nach dem ersten Hauptsatz
gilt dann

dE:—p~dV:—N]:/BT

av.
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Wir kénnen die Energieinderung auch schreiben als dE = Cy dT'. Das heifit,

CydT = — av.

NkpT
%

Unter Verwendung der Wiarmekapazitit Cy = %N kp ergibt sich damit
dI' _ NkpdV _ 24V

T Cy V. 3V

Integrieren wir beide Seiten der Gleichung, so erhalten wir

c 9 c
In(T)| = —=1n(V)
B 3 B
T, v2®
= T,V = Tyw?/3. (4.15)
Fiir den Schritt [D—A] folgt analog
TV =T,V (4.16)

Wir teilen Gleichung (4.16) durch Gleichung (4.15) und erhalten

G Va Vb

- L 4.17
Vé/s Uf/?’ VB Ve ( )

Nun kénnen wir mit Gleichungen (4.13) und (4.14) den Wirkungsgrad berechnen

B NkBTkln (%) (417) 1 E
NkpT,In (%) Ty

n:l—%—l

Quw

Die zwei Definitionen der Temperatur stimmen also iiberein fiir das ideale Gas. Wegen der
Transitivitéit sind die Definitionen auch fiir alle anderen Systeme dquivalent.

4.4.3 Entropie

Der zweite Hauptsatz erlaubt nun auch, die Zustandsfunktion der thermodynamischen Entro-
pie zu definieren. Dazu verwenden wir eine neue Notation, indem @ die vom System absor-
bierte Wérme bezeichnet.

Wir méchten zundchst den Carnot-Prozess weiter untersuchen. Dabei méchten die Ab-
schnitte des Prozesses nun nicht mehr mit warm und kalt, sondern mit 1,2 beschreiben. Das
Vorzeichen von ()2 beschreibt nun, dass hier Wéarme aufgenommen wird. Unsere vorherige
Notation wird dann zu

Q1= Qu, Q2=—-0Q
T =Ty, To=Th.

Aus dem Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses (4.4) konnen wir schreiben

Ty T
1+ 2L =1 2 (T, Ty =1— 2 =12 4.1
+ 1(Tw, Tk) T, B (4.18)

wobei wir Gl. (4.12) verwendet haben.

Wir kénnen Gleichung (4.18) unschreiben und dann gilt fiir alle Carnot-Prozesse

2
Qi
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Abbildung 4.7: p-V-Diagramm des Carnot-Prozesses

Betrachten wir nun den Carnot-Prozess, der in Abbildung 4.7 dargestellt ist, aus dem wir
eine Ecke des urspriinglichen Zyklus abgeschnitten haben. Aus dem urspriinglichen Carnot-
Prozess [ABCD] wissen wir, dass

Qap  Qop

=0. 4.19
Tap Tcp ( )

Der Zyklus [EBGF] ist auch ein Carnot-Prozess, sodass wir zusitzlich

Qor Qs

Trg Tap

=0 (4.20)

haben. Jetzt betrachten wir den Weg [AEFGCD]. Es ist klar, dass

Qi = Qar +QErB. (4.21)

Wir wissen auch, dass die auf dem Segment [FG] absorbierte Wirme gleich der auf dem
Segment [GF] abgegebenen Wirme ist:

Qrc =—Qcr. (4.22)

Gleichungen (4.19) bis (4.22) ergeben zusammen

Qar n Qra n Qco

=0.
Tap  Tre¢ Tcp

Die Wahl der Punkte E, F, und G war aber beliebig. Wir kénnen also jeden reversiblen

Prozess als aus (infinitesimal) kleinen isothermen und adiabatischen Segmenten aufgebaut
betrachten, indem wir weitere, kleinere und kleinere Ecken abschneiden. Dann gilt fiir jeden

reversiblen Prozess
fig o
T =0

[ 7

wird fiir reversible Prozesse unabhéngig vom Weg.

Das heifit,

Fiir das Beispiel aus Abbildung 4.8 ergibt sich dann

/Igz/ug'
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p

v

Abbildung 4.8: Zwei reversible Wege von A zu B

Fiir einen beliebigen, aber festgelegten Referenzpunkt O ist die thermodynamische Entro-
pie definiert als

A
S(A) = /O % (4.23)

Das gibt uns eine neue Zustandsgrofie S(p, V). In Abbildung 4.9 wird der Carnot-Prozess in
der T-S-Ebene dargestellt.

T

Ty | Ao ——————————————— ﬁB

o .

0 S

Abbildung 4.9: Der Carnot-Prozess in der T-S-Ebene

Aus der Definition der thermodynamischen Entropie folgt, dass

0Q
ds = —.
s T
Mithilfe des ersten Hauptsatzes folgt dann
dE =6Q+ W =T-dS —p-dV. (4.24)

Diese Formulierung des ersten Hauptsatzes haben wir schon mit einer rein mikroskopischen
Betrachtung gefunden — vergleiche Gleichung (1.26). Die thermodynamische Entropie ist
also die gleiche Grofie wie die Boltzmann-Entropie, obwohl wir die Mikrozustéinde in der
thermodynamischen Definition gar nicht beriicksichtigt haben.

4.4.4 Exkurs: Statistische Bedeutung der Warme und Arbeit

In diesem Exkurs wollen wir den Zusammenhang zwischen der Thermodynamik und der
statistischen Beschreibung genauer untersuchen. Dazu betrachten wir ein System im kano-
nischen Ensemble mit Dichtematrix p und Hamiltonfunktion H. Die Energie des Systems
ist gegeben durch

E = tr[pH].



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK 38

Hierbei ist die Spur linear und zyklisch, es gilt also tr[A+ AB] = tr[A]+ Atr[B] und tr[AB] =
tr[BA]. Eine infinitesimale Energieinderung entspricht dann

dE =tr[dp- H + p - dH]. (4.25)

Die Boltzmann-Entropie fiir ein System, welches durch die Dichtematrix p beschrieben wird,
ist definiert als
S = —kptr[pln(p)].

Fiir eine infinitesimale Anderung der Dichtematrix dp folgt dann mithilfe der Produktregel
eine Anderung der Entropie um

dS = —kptr [ln(p)der pdpp}
= —kptr [In(p)dp] — kptr [dp)

Die Schreibweise der infinitesimalen Anderung von Operatoren ist etwas subtil und wir
haben fiir eine mathematisch rigorose Herleitung nicht die n6tigen Mittel in dieser Vorlesung
definiert. W&hlt man jedoch eine Eigenbasis von p und wertet die (basisunabhéngige) Spur
in dieser Diagonalbasis aus, so folgt obere Identitit. Wir haben dann tr [dp] = 0 benutzt.
Das folgt aus

1 =tr[p] = tr[p+dp] = tr[p] + tr[dp].

Im kanonischen Ensemble ist die Dichtematrix gegeben als

_exp(—BH) _ exp(—BH)
P W fexp(—BH)] 7y

Setzen wir die Dichtematrix in Gleichung (4.26) ein, so erhalten wir

dS = —kptr [In(pr)dpy] (4.27)
— _kptr [m (eXM_Z”BH)> dpk] (4.28)
— —kptr [—kBlTH : dp] + kptr [In(Zy,)dp] (4.29)
_ %tr (H - dp] + ki In(Z )t [dp] (4.30)
_ %tr (H - dp] (4.31)

Wir betrachten nun Hamiltonoperatoren, die von einem bestimmten Parameter abhéngen
und schreiben H = H(a) mit einer Arbeitskoordinate a (beispielsweise Volumen).

Sei a der in H variierte Parameter, zum Beispiel das Volumen. Dann ist

OH
dH = —da.
da @

Mit Gleichung (4.25) kénnen wir jetzt schreiben:
dE =tr[H - dp] +tr[p - dH]
H
=T-dS +tr [pa} da
Ja
=0Q + 6W.

Der Wirmetransfer §@Q entspricht also einer Anderung der Dichtematrix. Im Energieeigen-
basis ist das noch offensichtlicher

E= anEn = dE = Z dann + andEn

=5Q =W
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Eine Energieéinderung in Form von Wirme fiihrt somit zu einer Umverteilung in den En-
semblewahrscheinlichkeiten der Zustéinde {|n)}. Ein Zufluss von Wirme entspricht also ei-
ner Erhéhung der Besetzungswahrscheinlichkeiten von héheren Energieniveaus. Eine Ener-
giednderung in Form von Arbeit &ndert hingegen die Energieeigenwerte. Aus der Von-
Neumann-Gleichung fiir geschlossene Quantensysteme

Ip
ot

folgt, dass die Entropie dabei konstant bleibt. Losen wir namlich die Von-Neumann-Gleichung
nach dp auf und setzen wir dies in Gleichung (4.26) ein, so folgt

ih—. = [H, p]

dS = —kptr [In(p)dp]
= Z]%Btr (In(p)[H, p]] dt

_ ”%Btr{ lp. ()] |t

=0
=0.

Dabei haben wir verwendet, dass die Spur linear und zyklisch ist und wir somit schreiben
konnen

tr[A[B, C]] = tr [ABC] — tr [ACB] = tr [BCA] — tr [BAC] = tr [B[C, A]].

WEeil die Entropie konstant bleibt, wird auch keine Warme iibertragen, da 6QQ =T -dS = 0.

Wir betrachten zum Beispiel ein an ein Wéarmebad gekoppeltes System. Erhohen wir die
Temperatur, so dndert sich p, aber die Hamiltonfunktion bleibt konstant. Die innere Energie
nimmt also in Form von Wéarme zu.

Andern wir hingegen véllig makroskopisch kontrollierte Gréfien wie das Volumen, so wird
Arbeit an das System verrichtet, wodurch sich die Hamiltonfunktion dndert. Dieser Prozess
fithrt nicht zu einem Energieaustausch in Form von Wiarme und damit auch nicht zu einer
Entropiednderung.

4.4.5 Irreversibilitiat

Jetzt wollen wir uns anschauen, was fiir irreversible Prozesse zwischen den Temperaturreser-
voirs Ty, > T}, passiert. Nach dem Satz von Carnot sind irreversible Prozesse weniger effizient
als reversible Prozesse. Wir verwenden die gleiche Notation wie in dem Beweis des Satzes
von Carnot: der Carnot-Prozess extrahiert die Warme @, und gibt @ ab; der irreversible
Prozess extrahiert @), und gibt @} ab. Wir nehmen an, dass beide Maschinen die gleiche
Arbeit verrichten, das heifit

W =Qu—Qr=0qQ, — Q.

Dann konnen wir schreiben

Q;u QliQw Qk 1 1
o A R RECRURIC et )

1 1
-0 (7 - 7).

wobei wir im ersten Schritt die obige Gleichung fiir W einsetzen und im zweiten Schritt
verwenden, dass fiir Carnot-Prozesse Q“’ — Q" = 0 ist. Es gilt T}, > T}, und nach dem Satz
von Carnot ist @, > @Q,,. Damit folgt dann

Qv @
Tw T, —

Dieses Resultat gilt fiir jede Maschine zwischen T, und T}. Somit folgt der Satz von Clausius.
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Satz von Clausius: Fiir einen beliebigen Kreisprozess gilt

e

Gleichheit gilt genau dann, wenn der Prozess reversibel ist.

p

reversibel
II

irreversibel
I

0 v

Abbildung 4.10: Ein reversibler und irreversibler Weg von A zu B

Den Satz von Clausius konnen wir anschaulicher formulieren, indem wir die zwei moglichen
Wege von A zu B in Abbildung 4.10 betrachten. Weg I sei irreversibel und Weg II sei rever-
sibel. Nach dem Satz von Clausius gilt dann

3Q 0Q
% = <.
fr=7
Weil Weg II reversibel ist, konnen wir schreiben: mit Gl. (4.23)

R A A R

Falls wir zusétzlich annehmen dass das System entlang Weg I isoliert sei, so gilt fI
Damit folgt dann

Q _
&=

S(A) < S(B).

Das heifit, in abgeschlossenen Systemen nimmt die Entropie nicht ab. Gleichheit gilt genau
dann, wenn der Prozess reversibel ist. Diese Konsequenz des zweiten Hauptsatzes erzeugt die
ausgezeichnete Zeitrichtung, die wir typischerweise in der makroskopischen Welt beobachten.
Die Aussage wurde von Clausius zusammengefasst in einem Merksatz: “Die Energie des
Universums ist konstant; seine Entropie strebt einem Maximum zu”. Dabei soll bemerkt
werden, dass es lokale Abweichungen gibt, zum Beispiel das Leben auf der Erde.

4.5 Dritter Hauptsatz

Bisher hatte die Entropie immer eine Eichfreiheit, die durch die Wahl des Referenzpunktes O
festgelegt wurde. Mit dem Nernst’schen Postulat legen wir den Nullpunkt als Referenzpunkt
fest

Nernst’sches Postulat: Die Entropieiinderung in isothermen Prozessen verschwindet
fiir T'— 0. Das heif3t
AS =0 fir T — 0.

Eine Abschwichung des Nernst’schen Postulats ist der dritte Hauptsatz der Thermodyna-
mik.

Dritter Hauptsatz: Bei 77 — 0 nimmt die Entropie einen konstanten, von anderen
Systemparametern unabhéngigen Wert an, der auf Null gesetzt wird. Genauer gesagt: die
Entropiedichte S(T) soll fiir T'— 0 und N — oo verschwinden. Das heifit
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wohingegen S(T > 0) > 0. Die Entropie wiichst also hochstens sublinear mit N.

Aus dem dritten Hauptsatz folgt direkt, dass Cy 129, 0, da

oS 0SOE  Cy
oT ~ 9EOT T

S(B) — S(A) = /ABdTOJY

Damit die Entropie bei T'= 0 zu einem endlichen Wert konvergiert, muss Cy skalieren wie
T™ mit n > 1. Fiir das Fermionengas (3.76) und fiir das Bosonengas (3.63) ist das auch der
Fall. Mit effektiv klassischen Rechnungen haben wir aber fiir das ideale Gas Cy = %N kp #0
gefunden, und fiir das Phononengas Cy = 3Nkg # 0. Aus dem dritten Hauptsatz folgt also,
dass wir eine quantenmechanische Beschreibung brauchen.

Damit ist dann

In der statistischen Beschreibung hingt S(T° = 0) von der Entartung des Grundzustands
go ab. Die kanonische Dichtematrix ist

exp(—fH) ., exp(=f(En — Ep))In)(n]
tr [exp(—BH)] > exp(—B(E, — Ep))
> Imnl+ 30 exp(=B(En — Eo))ln)(nl

_ E.=E, E,>E,

go+ > exp(=B(E, — Ep))
EngEO

Pk =

Im Limit 7' — 0 geht 8 gegen unendlich. Damit folgt dann

Die Entropie ist dann gegeben durch
S(T =0) = —kptr [pr In(pr)] = ks 1n(go).

Um den dritten Hauptsatz zu erfiillen, brauchen wir gy = poly(N), was in der Praxis
tatséchlich typischerweise auftritt, da kleine Stérungen die Entartungen aufheben. Wenig-
stens in Theorie finden wir aber auch Systeme, die das nicht erfiillen, zum Beispiel das fragile
Spin-Eis, welches bei T'— 0 eine Restentropie aufweist.

T

T>0,8>0

S—0.T>0 — adiabatische Kiihlung

nicht zuginglich 1sotherme Reduktion
< Y

USw.

/ | S

T=0,5=0 S >0, T'= 0 nicht zugénglich
absoluter Nullpunkt

Abbildung 4.11: Die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts

Aus dem dritten Hauptsatz folgt auch die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts. So-
bald T klein genug ist, gibt es kein Wéarmebad mehr, um die Temperatur durch Warmeabgabe
weiter zu senken. Dann miissen wir das System adiabatisch, quasi-statisch kiihlen (dS = 0)
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und danach isotherm die Entropie verringern (isotherme Entropiereduktion dT' = 0). Mit
adiabatischen und isothermen Prozessen kénnen wir beliebig nah an den absoluten Nullpunkt
kommen. Da die Entropie bei T' = 0 den von anderen Parametern unabhéngigen Wert 0 hat,
sind die beiden Achsen aber nicht zugénglich. Dadurch ist der absolute Nullpunkt weder
direkt auf Adiabaten, noch direkt auf Isothermen erreichbar. Der Prozess der adiabatischen
Kiihlung ist in Abbildung 4.11 dargestellt. Man hat bisher damit eine Kiihlung bis in den
niedrigen Pikokelvin-Bereich beobachtet. 2021 wurde ein BEC mit einer Temperatur von
T ~3,8-107"K erzeugt'.

4.6 Thermodynamische Potentiale

Bis jetzt haben wir einige thermodynamische Variablen definiert. Der Zustand des Systems
wird durch den Druck p und das Volumen V festgelegt. Daraus kénnen wir dann die Tem-
peratur T, Energie E und Entropie S definieren. Die Energie E ist das erste Beispiel fiir ein
sogenanntes thermodynamisches Potential.

Die Frage ist jetzt, welche Variablen fiir welche Systeme am natiirlichsten sind. Fiir die
Energie haben wir gefunden, dass die natiirliche Wahl E = E(S,V) ist, wihrend andere
Groflen konstant gehalten werden. In diesen Variablen hat der erste Hauptsatz die Form

dE =T -dS —p-dV

Fiir die Entropie ist S = S(FE, V) eine natiirliche Form. Nach dem zweiten Hauptsatz wird
dann die Entropie maximal bei fester Energie.

4.6.1 Freie Energie

Nun wollen wir uns anschauen, welche Groflie natiirlich ist fiir feste Temperatur (und festes
Volumen). In Kapitel 1.3.3 haben wir mit mikroskopischer Betrachtung die freie Energie
oder Helmholtz freie Energie gefunden. Analog definieren wir thermodynamisch

F=E-TS.

Um diese Deﬁnitign zu motivieren, betrachten wir nochmal das System aus Abbildung 1.5.
Mit der gleichen Uberlegung wie damals nédhern wir

Stot(Etot) = SR(Etot - E) + S(E)

08
~ Sr(Etot) — 7(9Eth E+S(E)
ot |y
F
— Sa(Bu)

Weil Sio¢ nie abnimmt, kann F' nie zunehmen. So wird ein System, in dem T und V fixiert
sind und das zwei moglichen Gleichgewichtszustdnde besitzt, den Zustand minimaler freier
Energie annehmen. Eine infinitesimale Anderung von F' ergibt

dF =dE—-T-dS—S-dl'=—p-dV — 5 -dT. (4.32)
Die freie Energie ist also eine Funktion von 7" und V, mit
oF oF
—| =-S5 d —| =-p
ar |,/ 174 M

Jetzt konnen wir auch verstehen, warum die Grofle F “freie Energie” heifit, indem wir ein
System entlang einer reversiblen Isotherme von Zustand A zum Zustand B betrachten. Die
vom Systeme geleistete Arbeit ist dann

B
F(B) — F(A) = */A pdV = —W.

Die freie Energie ist also ein Maf3 dafiir, wie viel Energie bei endlicher Temperatur frei ist,
um Arbeit zu verrichten.

LC. Deppner, et al. “Collective-mode enhanced matter-wave optics”, Phys. Rev. Lett. 127 (10) (2021)


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.100401
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Einschub: Legendre-Transformation

Die Legendre-Transformierte g = L£(f) einer konvexen reellen Funktion f : R — R ist
definiert als

9(u) = min[f(z) — u].

Fiir Funktionen mit einer weiteren Variable ist die Definition analog: f(z,y) wird in g =
L;—u(f) transformiert, wobei

g(uvy) = leln[f(l',y) - Z'U].

Falls f(x,y) differenzierbar ist in x, kénnen wir die Legendre-Transformierte mithilfe der
neuen Variable u = % bestimmen. Dann gilt

9(u,y) = f(x(u), y) — u(u).
Die Variable u(x) kann dabei bestimmt werden durch

of _

i) —m 20 & Lo

ox

was nach z(u) aufgelost werden kann.

u(z),

Die freie Energie entspricht einer Legendre-Transformation von der Energie E(S,V) in
Variable S nach Variable T

OF
Ls-r(E(S,V))=E— 35|, S

= E(S(E,V),V)—=T-S(E,V)=F(T,V)

In Aufgabe 4 von Ubungsblatt 10 wird eine geometrische Interpretation der Legendre-
Transformation besprochen.

4.6.2 Gibbs-Energie

Jetzt betrachten wir Systeme mit festem Druck, anstatt festem Volumen. Dabei soll nach
wie vor auch die Temperatur fixiert sein. Dazu betrachten wir wieder ein System S in einem
Wirmebad R.

T = const.

S

R

Abbildung 4.12: Ein System in einem Wérmebad

Das Volumen des Systems sei variabel, aber das Gesamtvolumen V;¢ und die Temperatur
T seien konstant. Wir berechnen die Entropie des gesamten Systems

Stot (Etot, Viot) = Sr(Etot — E, Viot — V) + S(E,V)
0SSk 3 OSgr
aEtot Vv aVvtot

~ Sr(Ftot, Viot) — V+S(E,\V)

E

1
= Sr(Viot) — T(E +pV =T58S)

1
= Sr(Viot) — T(F +pV).
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Nun kénnen wir die Gibbs-Energie G, auch freie Enthalpie oder Gibbs freie Energie ge-
nannt, definieren
G=F+pV =E+pV -T8S. (4.33)

Eine kleine Variation von G ergibt mit Gleichung (4.32)
dG =dF +d(pV) =-S5 -dT +V - dp.
Die Gibbs-Energie ist also eine Funktion von 7" und p, mit

6—G =-S5 und 8£ =V
or|, op |

Werden der Druck p und die Temperatur T fixiert, so wird die Gibbs-Energie G minimal.
Die Gibbs-Energie entspricht einer Legendre-Transformation von F'(T, V) in Variable V nach
Variable p

Ly p(F(T,V)) = G(T,p).

In der Chemie finden Reaktionen oft bei konstantem Druck statt. Deshalb nennen Che-
miker hdufig nicht F, sondern G “freie Energie”.

4.6.3 Enthalpie

Wir kénnen noch eine Kombination von Variablen betrachten: Systeme mit fester Energie
und festem Druck. Eine Legendre-Transformation der Energie in der Variable V nach der
Variable —p ergibt die Enthalpie H (S, p).

Ly s p(E(S,V)) = E(S,V(E,S)) — (~p) - V(E,8) = E + pV.
Das heifit, H wird minimal bei Systemen mit fester Energie und festem Druck. Es gilt
dH =dE+V -dp+p-dV
U2V a5+ v - dp.
Damit folgen dann die Beziehungen
H H
a— =T und 8— =V.
95|, op |g
Fiir unssind E, F'; G, H die wichtigsten thermodynamischen Potentiale. Deren Abhéngigkeiten
kann man sich auch mit dem Guggenheim-Quadrat merken. Die thermodynamischen Po-

S E V

p G T

Abbildung 4.13: Das Guggenheim-Quadrat

tentiale an den Kantenmitten werden mit den Zustandsgréflen an den Ecken des Quadrats
verbunden. Die partiellen Ableitungen des Potentials nach einer Variable stehen gegeniiber
der Variablen. Dabei ergibt sich ein Minus-Zeichen, wenn man gegen die Pfeilrichtung 1duft.

So ist oF oF
g wd 2| =T
or|, = % g,
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4.6.4 Grof3kanonisches Potential

Bis jetzt haben wir die N-Abhingigkeit der thermodynamischen Potentiale ignoriert, das
hei3t, wir haben die Anzahl von Teilchen konstant gehalten. Falls N variiert wird, so héngen
E, F, G und H implizit von N ab. Fiir die Variation dN ergibt sich dann ein zusétzlicher
Term p-dN, mit dem chemischen Potential p. Variationen der thermodynamischen Potentiale
ergeben sich dann zu

dE=T-dS—p-dV + pu-dN (4.34)
dF = —S-dT —p-dV + pu-dN
dG = —S-dT +V -dp+ - AN (4.35)

dH =T -dS+V -dp+ pu-dN.

Die Gibbs-Energie hat eine einfache N-Abhiingigkeit. Aus Gleichung (4.33) kénnen wir fol-
gern, dass G eine extensive Grofle ist. Da N die einzige extensive Variable von G ist, muss

G(p, T,AN)=)G(p,T,N) = GxN
gelten. Mit Gleichung (4.35) folgt dann, dass

Nun fragen wir uns, welche Grofie natiirlich bei fester Temperatur und festem chemischen
Potential ist, da bisher immer N implizit konstant gehalten wurde. Dazu berechnen wir die
Legendre-Transformierte von F'(T,V, N) in Variable N nach Variable u:

Ly—u(F(T,V,N)) = F(T,V,N(F,V,T)) - uN(F,V,T) = F — pN.
Damit erhalten wir das grof3kanonische Potential
&®=FE—-TS— uN.
Eine Variation des groflkanonischen Potentials ergibt
do=dE—-S-dI'-T-dS— N -dyu—p-dN
G2 s g —p-dV — N - dp.
Damit folgen die Beziechungen

0o 0o

oD
—| =-N.
o

.V

o), T v

=D,
T,

Es ist moglich, weitere Groflen mit anderen Variablen zu bestimmen, aber E, F', G, H und
® sind die gebrauchlichsten.

Zusammenfassung der thermodynamischen Potentiale:

Thermodynamisches Potential || kanonische Variablen || Extremalbedingung
S E VN maximal
E S,V,N minimal
F=FE-TS T,V,N minimal
G=F+pV T,p, N minimal
H=F+pV S,p, N minimal
b=F—uN T,V i minimal

Fiir konkrete Systeme kann man natiirlich auch via der statistischen Physik mikroskopisch
rechnen. Bemerke aber, dass wir alle obigen Funktionen rein thermodynamisch hergeleitet
haben.
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4.6.5 Maxwell-Relationen
Wir betrachten noch einmal die Energie E(S,V, N) mit

oE
a5

_r 9B
vy AV

__, J9E
P B

= = M.
SN

Vv,s

Nach dem Satz von Schwarz gilt fiir hinreichend stetig differenzierbare Funktionen folgender
Zusammenhang fiir die zweite partielle Ableitung

0’E _ O’E
9SOV |y OVOS |y

Fiihren wir jeweils die erste Ableitung aus, so erhalten wir

_ 9
05

_or
VN ov

S,N

Dieses Resultat ist mathematisch einfach, aber physikalisch nicht-trivial. Allgemein heiflen
solche Identitdten Maxwell-Relationen. Fiir die freie Energie, Gibbs-Energie und Enthal-
pie erhalten wir entsprechend

oS Op ou Op
F(T,V,N): — = — d == - _ 2
TV ) ov TN or V,N " ov T,N ON TV
G(TapaN) : @ = al
Op TN oT PN
H(S,p,N): or = ov , etc.
Op SN oS N

Es gibt einige Merkregeln fiir die Maxwell-Relationen. Wir teilen die Variablen in zwei
Gruppen ein:

Gruppe I: S, p, N: die Variablen von H, und

Gruppe II: T, V, u: die konjugierten Variablen von Gruppe I.

In den Maxwell-Relationen stehen konjugierte Variablen immer diagonal zueinander. Die
Variable, nach der auf der anderen Seite abgeleitet wird, wird konstant gehalten. So erhlt
man zum Beispiel

as
av

_ o
» 0T

1%

Zusatzlich soll irgendeine Variable des nicht benutzten konjugierten Paares auf beiden Seiten
konstant gehalten werden. Es tritt ein relatives Minus-Zeichen auf, wenn zwei Variablen aus
unterschiedlichen Gruppen im Zahler stehen. Diese Merkregeln kénnen anhand der obigen
Beispiele betrachtet werden.

In Aufgabe 3 von Ubungsblatt 3 wurde bewiesen, dass

0X oY oz
— - — - — = -1 fi X.Y, Z) konstant. 4.37
Damit folgen Identitdten wie
oE| _ _ 05 oF
ON|gy  ON|gy 9S|yy’
was konsistent ist mit
= 0£ und = — 8—5 etc
"= Ny r= ON|,, O
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4.6.6 Antwortgroflen

Die Antwort eines thermodynamischen Systems auf Anderung der duBeren Bedingungen wird
durch Antwortgréfien bestimmt. Sie beschreiben die Anderung von extensiven Gréfien des
Systems, wenn gegebene intensive Parameter variiert werden. Die Antwortgrofen sind alle
intensiv und damit Materialeigenschaften. Beispiele fiir experimentell zugéingliche Material-
eigenschaften sind die Warmekapazititen

OF oS oS OH
= — = P d = T P = — .
=1 vn 0Ty =T 57 o OT |y
Mithilfe der Maxwell-Relation
5| _ o
Vlry IT|yn
folgt, dass
oCy _7 %S B @
OV |pny ~ OVOT|y =~ 9T?|,
Analog folgt auch
G| _ OV
WV lrn or?|, v

Andere Antwortgrofien sind

1
Ky = —— 8—‘/ isotherme Kompressibilitit,
vV Op TN
1
Kg = —— a—v adiabatische Kompressibilitit,
vV Op SN
1 0V
a=— a— Ausdehnungskoeffizient,
Vv oT PN
1
== @ Spannungskoeffizient.
p IT |y N

Zwischen diesen Groflen gibt es Abhéingigkeiten; zum Beispiel gilt

>
pET
In den Ubungen wird gezeigt, dass
2% dp
C,—Cy =T — - ==
b T |, n OT|yy
2
_ TVa >0
KT
und
G _wr . W _Gw
Cvil‘fs, oV S,NﬁCV oV T,N.

Wir betrachten als Beispiel das ideale Gas mit
3
pV =NkgT und FE = §NI<:BT.

Damit konnen wir die Warmekapazitidten bestimmen

FE
BB,

Cv = =
VT oT |y 2
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und

o
oT

p,N

0
= 87(E+pv)

p,N

0 (3

S
= —-Nkp.
2 B

p,N

Das heifit,
CP—OV:NkB>O.

Dieses Resultat konnen wir intuitiv verstehen. Halten wir V' konstant, so wird die gesamte
Wiérme fiir eine Temperaturerh6hung verwendet. Bei festem Druck geht ein Teil der Wérme
durch die Expansion des Systems verloren. Jetzt konnen wir auch die Adiabatengleichung
herleiten
dp
oV

_ G
sy Cv oV

5p

T,N_ 3V’

Integration ergibt
In(p) = —g (V) = pV°3 = konst.

Mithilfe der Antwortgréfien kénnen wir eine Entropiedinderung als Messgrofie ausdriicken

CV [0
dS = —dI'+ —d 4.
S = Zrdl + —dv (4.38)
CP
dS = Z¢dT — aV - dp. (4.39)

4.7 Mehrstoffsysteme

Im Folgenden betrachten wir thermodynamische Systeme, die aus mehreren verschiedenen
Stoffen bestehen, sogenannte Mischungen. Zunéchst lassen wir noch keine chemischen Re-
aktionen zwischen den Stoffen zu.

4.7.1 Mischungen

Neben der Energie I und dem Volumen V' werden Mischungen von r Stoffen durch den
Teilchenzahlvektor N = (Ny, ..., N,.) und den dazugehérigen Vektor von chemischen Poten-
tialen i = (u1,..., ) beschrieben. Die Entropie ist dann gegeben durch S(E,V, 1\7) und
erfiillt

1 ks
ds = T(dE+p.dvz;MdNi).
=
=ji-dN
Um die Entropie zu berechnen, betrachten wir den reversiblen Prozess der adiabatischen
Entmischung von zwei Stoffen.

Die Behélter haben halbdurchléssige Wanden, die durch eine gestrichelte Linie dargestellt
sind. Im Allgemeinen muss fiir das Auseinanderziehen der Behélter — das Entmischen — die
Arbeit §W aufgewendet werden. Die totale Entropie in Abbildung 4.14b ist gegeben durch

S<E7‘/7N17N2):Sl(Ela‘/:Nl)+S2(E27‘/7N2)a (440)

wobei
E=FE+ FEy+06W (4.41)

und

Ti(E1,V,Ny) = T5(E3, V,No) =T. (4.42)
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x : ° x o : o x x : : ° o
x | x o | o 5 x x < o
! x X
x x: j x ° x 3 ’ © _W i * x x : 3 °© ° °
x : (o] x 10 x x x : | o
x | © ° X : °© x x ! : o o
(Ea‘/aNlaN2) (E7V7N1) (Evv’vNQ)
(a) Eine Mischung von zwei Stoffen (b) Zwei Behilter mit je einem Stoff

Abbildung 4.14: Reversibles Entmischen

Im Spezialfall einer idealen Mischung gilt §W = 0. Mikroskopisch heifit das, dass die
Teilchen nicht miteinander wechselwirken. Dann gilt

S(E,V,N)=Y_Si(Ei,V,N;), E=YE, Ti=TVYi=1,...r
i=1 i=1

Die Thermodynamik wird also vollstdndig beschrieben durch die der einzelnen Komponen-
ten. Die ideale adiabatische Entmischung verlduft isotherm, das heifit fiir die Temperatur
gilt

oE
EX

E;

05,

(4.42) ~ v OS; ~
T = . =T =1T.
vy i Silvn, 95 lvw — 0S|y N

Da die Temperatur 7" konstant ist, ist das natiirliche thermodynamische Potential die freie
Energie

(4.40),(4.41)

F(T,V,N)=E—TS > F(T,V,N;). (4.43)

i=1

Damit folgt die Additivitat der Partialdriicke

T

__Zl L

und die Tatsache, dass das chemische Potential gleich ist wie bei dem reinen Stoff

8F

Zpi(Ta Va NZ)

N; i=1

p(T,V,N) =

= oF

3Fi

=3 (T, V).

T V,N;#N;

Als Beispiel betrachten wir eine Mischung idealer Gasen, fiir die gilt:
in: Nik’BT mit ¢ = 1,...,7‘. (444)

Die Additivitit der Partialdriicke, auch bekannt als Dalton-Gesetz, besagt, dass

N;k BT Nk BT
p= Z = Z N;=N.
Die totale Entropie ist gegeben durch

S(T,V,N) = Si(T,V,N;)

=1
wobei i 1
(4.38),(4.44) C}, Nikp
dsS; = —dT dV.
T + 14

Integrieren wir die Gleichung, so erhalten wir

; T
T Vo
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(TvvlaNl) (T7V27N2) e (Ta‘/;‘aN'r‘)

Abbildung 4.15: Interdiffusion

Wir betrachten die r von Wénden getrennten Volumina in Abbildung 4.15 und wollen uns
anschauen, was passiert, wenn wir die Wanden wegnehmen. Sy sei die Anfangsentropie und
S die Entropie, nachdem die Gase vermischt sind. Es gilt

_ NikgT

So=>_Si(T.Vi,N;), Vi _— (pi=p T;=T)Vi=1,...,r
=1

Die Entropie der vermischten Gasen ist gegeben durch

S=>"Si(T,V,N;), wobei V=> V.
i=1 i=1
Die Interdiffusion fiihrt zu einer Entropieerhohung: die sogenannte Mischentropie. Sie ist
gegeben als
Su=8—=50=>_ (Si(T,V,N;) = Si(T, Vi, Ny))

i=1

4.45 T Vv
(:)k;BZNiln (V>
=1
- N
:kB;Niln <N> > 0.

Damit ist die Mischung der Gase irreversibel: es wird nie eine spontane Entmischung statt-
finden. Das natiirliche thermodynamische Potential ist die Gibbs-Energie, da der Prozess
der Interdiffusion bei konstantem Druck und konstanter Temperatur durchgefiihrt wird. Es
gilt

—

G(T,p,N)=E —TS+pV
:E—TSO +pV—TS]y[

r T Nl
= ; (Ei(T, Vi, N;) = TS;(T, V;, N;) + pVi) + kBTZNi In (N>

i=1
= Z Gi(T,p,N;) —TSy. (4.46)
=1

Es tritt also eine Absenkung der Gibbs-Energie auf aufgrund der Mischung.

Das Gibbs-Paradoxon bezieht sich auf die scheinbare Inkonsistenz bei der Berechnung
der Mischentropie. Wir betrachten dazu wieder ein System wie in Abbildung 4.15, aber mit
nur zwei Behéltern. Wenn in den zwei Behéltern identische Gase vorhanden sind, und die
Trennwand gedffnet wird, wiirde die klassische Statistik vorhersagen, dass die Entropie der
Mischung hoher ist als die Summe der Entropien der Einzelgase. Wird dann die Trenn-
wand wieder geschlossen, so verringert sich die Entropie wieder: der zweite Hauptsatz wird
verletzt. Quantenmechanische Ansitze 16sen dieses Paradoxon, indem sie die Ununterscheid-
barkeit der Teilchen beriicksichtigen. Deswegen wurde in Kapitel 2.1 der Vorfaktor (N!)~1
eingefiihrt.
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4.7.2 Losungen

Eine Lésung ist ein Spezialfall einer Mischung, bei dem das System fast nur aus einem
sogenannten LOsungsmittel besteht. Das Losungsmittel bezeichnen wir als Stoff 0. Die
restlichen Stoffe 1 = 1,2, ... sind die gelosten Stoffe. Zur Beschreibung der Lésung fithren
wir die Konzentrationen

N1, i1
Ci = — 5 1=1,4,...
N
ein, mit ¢y =~ 1. Das chemische Potential des Losungsmittels ist gegeben als
oG
po(T,p,c1,...) = N,
O1T,p,Ni#No
46) 0G
(29 9Z0 | kT In(co)
9Ny T,p
= ud(T,p) — kT > ci. (4.47)

i>1
Dabei haben wir die Naherung
In(cop) =In | 1-— Zcz- R~ —Zci
i>1 i>1

und die Beziehung

d (Z N;In <]]VV>> = Zln(ci)dNi + Z dN; — %dN

=0

verwendet. Die chemischen Potentiale der gelosten Stoffe ergeben sich zu

oG

)= N, = pd(T,p) + kpT In(c;). (4.48)

T,p,N;#N;

lu’i(Tap7 C1,-.

In Systemen, in denen die gelosten Stoffe durch eine semipermeable Membran einge-
schlossen werden, aber das Losungsmittel sich frei verteilen kann, tritt der osmotische
Druck auf.

Po

e 1

|
|
|
:
P+ Do : p
|
|
|

Abbildung 4.16: Osmotischer Druck

Im Gleichgewicht muss das chemische Potential links und rechts von der Membran gleich
sein. Es gilt also
110(T,p + po, &) = 110(T, p,0) = (T’ p).-

Mit Gleichung (4.47) folgt dann

u§(T,p+po) — (T, p) = ksT Y ci.
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Unter der Annahme pg < p kénnen wir die linke Seite linearisieren und erhalten

g
op T N
(1.36) 1 0Go

~. A  Po
N() 3p TN

Vo Vv

= poﬁo ~ pON'

1o(T, p + po) — (T, p) =

Dabei haben wir die Niaherungen Vo ~ V und Ny ~ N verwendet. Jetzt folgt fiir den
osmotischen Druck enT
Po = % zl: Ng;.

Die gelosten Stoffe iiben also den gleichen Druck aus, wie sie als ideales Gas bei derselben
Temperatur T tun wiirden.

4.7.3 Chemisches Gleichgewicht

Nun erlauben wir die Umwandlung von Stoffen mittels chemischer Reaktionen. Das heifit,
die Teilchenzahl bleibt nicht erhalten. Zum Beispiel sind N¢ und Ng nicht mehr konstant,
falls wir die Reaktion C + Oy = COs erlauben. Allgemein kénnen wir fiir r verschiedene
Stoffe S; und s mogliche chemische Reaktionen schreiben:

ZV!“S,-:O fuirk=1,...,s.

i=1

Dabei haben wir die stochiometrischen Koeffizienten v} € Z verwendet. Fiir die Re-
aktion 2Hs + Oy = 2H5O0 ist zum Beispiel vy, = —2, vo, = —1 und vg,0 = 2. Die
stochiometrische Gleichung ergibt sich damit zu

—2Hy — O4 4+ 2H0 = 0.

Fiir Edukte gilt v¥ < 0 und fiir Produkte gilt ¥ > 0. Die Teilchenzahl:inderungen durch
chemische Umwandlungen kénnen geschrieben werden als

dN; = vfd,
k=1

mit den Umsatzvariablen d_%\k, welche quantifizieren wie héufig die Reaktion k stattfindet.
Mit dem Anfangszustand Ny = (N?,..., N?) ergibt die Ausfithrung der s Reaktionen die
Teilchenzahlen

N; =N? + Z VEA.
k=1
Diese Teilchenzahlen bilden eine s-dimensionale Ebene auf der sich das chemische Gleichge-
wicht einstellt. Da bei chemischen Reaktionen typischerweise der Druck p und die Tempera-

tur T konstant sind, ist die Gibbs-Energie das natiirliche thermodynamische Potential. Im
Gleichgewicht ist G also minimal. Somit sind im Gleichgewicht nur Zustéinde mit

T
0=dG| =3 mdN;
Tp ; Hi@iNg
stochiometrisch zugelassen, wobei

dN; =Y vEdA.
k=1
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Wir haben dafiir benutzt, dass dG = —SdT + Vdp + Z;zl wi;dN; gilt und dp = dV = 0 fiir
konstanten Druck und konstates Volumen sind. Fiir s = 1 gilt damit die Gleichgewichtsbe-

dingung

T T

Z /.Lil/id)\ =0 = Z uiv; = 0.

i=1 i=1
Fiir ideale Gase haben wir nach Gleichung (4.48)

,u‘i(T7p7 6) = :LL?(Tap) + kBTln(Ci)
und damit fiir s = 1 die Gleichung

0= Z Viui<T7p7 5) = Z Vi (M?(T7P) + kBTln(ci)) :
i=1 i=1

Somit erhalten wir das Massenwirkungsgesetz

T ’, 1 T O
il;[l ¢ = exp (—kBT ; Vil (Tuv)) = K(T,p),

mit der sogenannten Massenwirkungskonstante K (T, p), welche nur von T und p abhéingt,
also insbesondere nicht von den Konzentrationen c;.

Die Knallgasreaktion 2Hs + Oy = 2H50 hat zum Beispiel
2
“H,0 10%3

2
CH2 CO,

unter Normalbedingungen. Das bedeutet, dass das Gleichgewicht vollstindig auf der Pro-
duktseite liegt: die Riickreaktion der Elektrolyse findet nicht spontan statt und braucht die
Zugabe von zusétzlicher Energie.

Fiir die Disassoziation von Wasser, HoO = H* + OH™, gilt bei Normalbedingungen
K =~ 1074, Zusitzlich gilt aufgrund der elektrischen Neutralitit cg+ = cop-. Damit folgt

K= CutCon- _ Cu+CoH- ~ 02+ = ey A 10°7
CH,O 1-— 2CH+ H

Der pH-Wert von reinem Wasser ergibt sich damit zu

pH = —logyo(cu+) = 7.

4.8 Phaseniiberginge

Ein Phaseniibergang ist eine abrupte, unstetige Anderung der Eigenschaften eines ther-
modynamischen Systems. Fin Beispiel fiir einen solchen Phaseniibergang haben wir schon
kennengelernt: die Bose-Einstein-Kondensation. Beim Bose-Einstein-Kondensat lag die Un-
stetigkeit in der Warmekapazitéit bei der kritischen Temperatur 7.

4.8.1 Phasendiagramme

Verschiedene Komponenten eines thermodynamischen Systems kénnen in unterschiedlichen
Erscheinungsformen vorliegen, die man Phasen nennt. Wir betrachten zunéchst ein ein-
komponentiges System aus Wasser, dessen Phasendiagramm in der (p,T)-Ebene in Abbil-
dung 4.17 dargestellt ist.

Die verschiedenen Phasen werden von Phasengrenzkurven abgegrenzt. Entlang die-
ser Phasengrenzkurven koexistieren zwei Phasen, die feste und fliissige Phase entlang der
Schmelzkurve, die fliissige und gasférmige Phase entlang der Verdampfungskurve und die
feste und gasformige Phase entlang der Sublimationskurve. Am Tripelpunkt existieren so-
gar alle drei Phasen gleichzeitig. In den Bereichen der Phasenkoexistenz ist das System
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Abbildung 4.17: Phasendiagramm von Wasser

inhomogen. Die Wirme, die zur Uberfithrung einer Substanz zwischen Zustinden nétig ist,
wird latente Wirme genannt.

Oberhalb eines sogenannten kritischen Punktes kann man bei Wasser die fliissige Phase
nicht mehr von der gasférmigen Phase unterscheiden.

Nun wollen wir uns die Regeln fiir mogliche Phasenkoexistenzen von Mehrkomponen-
tensystemen anschauen, wobei wir keine chemischen Reaktionen erlauben. Nach unseren
Uberlegungen aus Kapitel 4.7 folgt fiir das chemische Gleichgewicht:

e Die Temperatur 7" und der Druck p sind fiir alle Komponenten in allen Phasen gleich.
e Das chemische Potential y jeder Komponente ist in allen Phasen gleich.

Sei ,u,(cq) das chemische Potential von Komponente k in Phase ¢. Dann erhalten wir folgendes
Gleichungssystem, wobei r die Anzahl von Stoffen und n die Anzahl von Phasen darstellt
1 2 n
Ng): 5)2...2;1%)
£ r(n — 1) Bedingungen

WD = ==

Wir nehmen zunéchst an, dass jede Komponente in jeder Phase vorkommt. Sei c,(f) der

relative Anteil von Teilchen der Komponente k an allen Teilchen in Phase ¢. Das heifit

(q) r
(¢) _ NL : (¢) _ (@) ¢ _
% T N@’ mit N —I;Nk fir ¢=1,...,n.

wobei N(@ die Gesamtzahl der Teilchen in Phase ¢ ist.

Somit erhalten wir .
ch]) =1, ¢qg=1,...,n.
k=1

Das gilt fiir jede Phase g und liefert uns n weitere Bedingungen. Die chemischen Potentiale
héngen also von T', p und ¢ ab. Somit gibt es insgesamt 2 + nr Variablen und n + r(n — 1)
Bedingungen fiir die Funktionen

i = (T, el ).

Die Anzahl der frei wiahlbaren Parameter ergibt sich dann, indem wir die Anzahl der Be-
dingungen von der Anzahl der Variablen subtrahieren

f=2+nr—(n+r(n-1))=2+r—n.
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Dieses Resultat ist bekannt als Gibbs’sche Phasenregel. Auch wenn nicht alle Kompo-
nenten in allen Phasen auftreten, ist die Gibbs’sche Phasenregel giiltig. Tritt ndmlich die
Komponente k nicht auf in Phase ¢, so fillt die Bedingung an /A,(f) weg. Dann ist aber c,(Cq)

ebenso nicht mehr frei wahlbar, wodurch f konstant bleibt.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein einkomponentiges System, das heifit r = 1.
Tritt nur eine Phase auf (n = 1), so ist f = 2 — wir kénnen p und T frei wiihlen. Befinden
wir uns auf einer Phasengrenzkurve, das heifit n = 2, so ist f = 1. Der Druck wird eine
Funktion der Temperatur (oder andersherum). Bei n = 3 bleiben uns keine freien Parameter
iibrig (f = 0) und das System befindet sich im fixen Tripelpunkt.

4.8.2 Van-der-Waals-Gleichung

Im Kapitel 2.5.2 haben wir unter gewissen mikroskopischen Annahmen die Van-der-Waals-
Gleichung hergeleitet

kBT a
vdW = - = 4.49
PeaW =073 7 02 (4.49)
mit
B A L i (4.50)
N 3 7 73 ’

wobei gy die Gréfle der einzelnen Teilchen beschreibt. Der Kohésionsparameter a beschreibt
die attraktive Wechselwirkung zwischen Teilchen und das Kovolumen b die effektive Grofe
der Teilchen im Hartschalenmodell.

Im Folgenden werden wir die Van-der-Waals-Gleichung verwenden, um Aussagen iiber
Phaseniibergénge zu machen. Dass die Van-der-Waals-Gleichung dazu geeignet ist, ist erst-
mal iiberraschend. Bei der urspriinglichen Herleitung in Kapitel 2.5.2 haben wir némlich
klassisch gerechnet und eine Virialentwicklung fiir niedrige Dichten v > b gemacht. Trotz-
dem werden wir feststellen, dass wir mit diesem Ansatz viele der qualitativen Eigenschaften
des Phaseniibergangs erfassen kénnen.

DPvdw ;
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
l

De f--r-t->—
l ; T>T,
l ! T=T,
l ; T<T,
I
I

\ | R
T T >
b Ve v

Abbildung 4.18: Van-der-Waals-Isothermen

In Abbildung 4.18 sind drei Isothermen der Van-der-Waals-Gleichung in einem (p, V')-
Diagramm gezeichnet. Fiir T > T, ist kgT/(v — b) > a/v?. Die Isotherme fillt monoton
ab, dhnlich wie bei einem idealen Gas. Bemerke, dass v nicht kleiner als b werden darf, da
die Teilchen im Hartschalenmodell nicht beliebig dicht gepackt werden kénnen. Fiir T' < T,
ist kgT ~ a/v: die Isotherme entwickelt eine S-Schleife. Zwischen den beiden Temperaturen
findet ein kontinuierlicher Ubergang von der S-Schleife zum monotonen Abfall statt. Bei der
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kritischen Temperatur 7, hat die Isotherme einen Sattelpunkt: den kritischen Punkt, der

durch die Gleichungen

*peaw
ov?

Opvaw

Lot
ov T

Te,ve

Te,ve

definiert wird. Wir kénnen nun die Van-der-Waals-Gleichung aus Gleichung (4.49) explizit
einsetzen

Opvaw kT, 2a
=4+ —=0 4.51
L P (ve — b)? " v (451)
I*pyaw 2%kpT. 6a
— < _ = =Z0. 4.52
I P (R R 452)

Die Addition der Gleichungen (4.51) + % (v, — b)-(4.52) ergibt

2a 3a 4
Ei(vc—b)vczo = ’UC:3b

Setzen wir diesen Wert in Gleichung (4.51) ein, so erhalten wir

8a
kBTC — ﬁ
und damit a
pvdW(Tc»@c) = Pec = W

a und b sind Materialkonstanten. Wir kénnen sie gegeneinander wegkiirzen und erhalten so

das universelle Verhéltnis
kgT. 8 _
=—-=26.
PcUe 3

Experimentelle Messungen dieser Konstante liefern Wert fiir k5T, /p.v. im Bereich zwischen
3,0 und 3,5 — was als Erfolg des Modells gilt.

A

Pvdw

Abbildung 4.19: Isotherme mit T' < T,

Jetzt untersuchen wir den Fall T' < T, genauer. Die zugehorige Isotherme ist dargestellt
in Abbildung 4.19. Zwischen den Punkten A und B ist

ov
Opvaw T

8deW
o |

1
>0 = kKp=-—
v

Das bedeutet, dass eine Expansion des Systems zu einer Erhchung des Drucks fiihrt, wohin-
gegen eine Kompression zu einer Abnahme des Drucks fiihrt. Eine kleine Perturbation wiirde
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somit zu einer unkontrollierten Expansion oder Kompression fithren. Dieser Zustand wére
sehr instabil und auch unphysikalisch. Im Bereich A-B miissen wir die Zustandsgleichung
also ab&ndern.

Rechts vom Punkt B ist die Teilchendichte v~ klein, aber die Kompressibilitit ~7 grof.
Das sind genau die Eigenschaften eines Gases. Links vom Punkt A haben wir eine Fliissigkeit;
dort ist die Teilchendichte sehr hoch und die Kompressibilitét klein. Diese Beobachtung fiihrt
uns zu der Idee, dass im Zwischenbereich beide Phasen vorhanden sein miissen, und zwar
im Gleichgewicht. Das heifit, T', p und p miissen fiir Gas und Fliissigkeit gleich sein.

Aus der Bedingung
Ty =T,

folgt, dass wir bei der Koexistenz die fliissige und gasférmige Phase von der gleichen Iso-
therme mischen miissen. Die Bedingung an p definiert den Koexistenzdruck

!
P = Pg = Pkoex-

Die Hohe des Koexistenzdrucks ldsst sich mithilfe der Bedingung an g bestimmen. Es gilt

! Ve 0 v
pvaw (T v8) = pivaw (T, vg) = prvaw (T, v8) + / dv Madw
Vel v T
. ou . .
mit duy = —| dv. Damit folgt direkt
oV |
Vg 8
/ dy HEAWL g, (4.53)
vf1 61} T
Nach der Kettenregel gilt aulerdem
Optvaw _ Opiyaw | Opvaw — Opvaw
o |p ap |y v |y o |y
Dabei haben wir im zweiten Schritt verwendet, dass
G(T,p,N) = Nu(T,p)
und
oG
dG = —-SdT'+Vdp+ udN = — =V (4.54)
Ip T.N

Damit gilt dann wie behauptet
vV _ou

N op

(4.55)

T

Wir setzten dieses Resultat in Gleichung (4.53) ein und erhalten mit einer partiellen
Integration

= vpvaw (v, T)

’L)g a
0 L / dvv GPvaw
vfl T

ov

¢ —/ 'dvpvdw(v,T).

U1 £
Diese Gleichung kénnen wir umstellen und erhalten so

Vg
/ dv pvdW(Ua T) = (vg - Uﬁ)pkocx~

V1

Die resultierende Abénderung der Van-der-Waals-Zustandsgleichung heifit Maxwell-
Konstruktion. Sie ist einfach grafisch zu interpretieren: die beiden schraffierten Flichen in
Abbildung 4.20 miissen gleich grof} sein.
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DPvdw
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Abbildung 4.20: Maxwell-Konstruktion

Die Gerade zwischen den Punkten C und D heifit Konode. Sie beschreibt die Koexi-
stenz von Fliissigkeit und Gas in verschiedenen Anteilen. Diese Koexistenz minimiert die
freie Energie (ohne Beweis) und ist daher stabil. Die Zusténde zwischen C und A und zwi-
schen B und D sind aber nicht verboten, im Gegensatz zum instabilen Zustand zwischen
A und B. Stattdessen sind sie sind metastabil, weil sie die freie Energie nicht minimieren.
Driicken wir ein Gas sehr langsam zusammen, so erreichen wir tatséchlich den Bereich zwi-
schen B und D. Diesen metastabilen Zustand nennen wir ein unterkiihltes Gas. Kleine
Storungen kénnen dafiir sorgen, dass das Gas abrupt auf die Konode zuriickfillt. Analog ist
der Bereich zwischen C und A auch erreichbar, indem wir eine Fliissigkeit langsam ausdeh-
nen: ein Siedeverzug. Wieder kénnen Schwankungen dafiir sorgen, dass dieser metastabile
Zustand schlagartig auf die Konode zuriickfillt. Dieses Verhalten ist oft unerwiinscht und
kann gefahrlich sein. In der Laborpraxis werden deshalb Siedeperlen oder einen Siedestab
verwendet um den Siedeverzug zu vermeiden.

r' N
Pvaw
Konoden, Koexistenzkurven

“A Punkte” “B Punkte”

I N
o . Spinodale
]
:
1
T =T
]
| @
Fliissig-| TSsal Gas
. keit ! el
Binodale ' Se oo
— | R
v

Abbildung 4.21: Konstruktion der Binodale und Spinodale

Wird das Maxwell-Verfahren fiir alle verschiedenen Isothermen ausgefiihrt, so folgt Ab-
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bildung 4.21. Die Einhiillende der Koexistenzkurven heiit Binodale. Sie trennt das Ko-
existenzbereich von der rein fliisssigen beziehungsweise gasférmigen Phase. Die gestrichelte
Kurve wird Spinodale genannt. Sie trennt die metastabilen Zustinde von den instabilen,
unphysikalischen Zusténden.

4.8.3 Clausius-Clapeyron-Gleichung

Im (p,T)-Diagramm wird die Koexistenzregion zu einer Linie. Wir kénnen um den kriti-
schen Punkt herum gehen, um kontinuierlich von der gasférmigen zur fliissigen Phase zu
gehen. Durchqueren wir aber die Koexistenzlinie, zum Beispiel durch eine Druckerhéhung,
so “springt” das Volumen.

fliissig

fest

gasformig

T

Abbildung 4.22: Zwei mogliche Ubergéinge von Gas zu Fliissigkeit

Eine Gleichgewichtsbedingung fiir die Koexistenzlinie ist

pa (T, Proex(T')) = Ng(Tv Proex(T)) (4.56)

Fiir ¢ € {fliissig, gasformig} gilt

d 8#1 8,“/@ dpkoex
M T; oex(T)) =
g7 (T Proex(T)) or|, " op |, ar
(4.36) i 0G; 4 i 0G; dproex
N OT |,y N Oplpy dT
(4.35) ldpkoex
= Si + v; ar

Dabei ist s; = 3. Wir leiten Gleichung (4.56) ab nach 7' und erhalten

dpk X dpk X
—SH+UHT; = —8g + Vg d]o“e
dpkoex Sg — Sf _ As

dT Ug—’l}ﬂ_ﬂ'

Die spezifische latente Wirme L
L=T(sgz — sa)

ist die aufgenommene Warme pro Teilchen beim Phaseniibergang und ergibt die Clausius-
Clapeyron-Gleichung
dpkoex _ L

dT T (vg —vq)’

welche unabhéingig von der van-der-Waals-Gleichung gilt.
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Unter den Annahmen, dass L = konstant, vy > vg und pv = kpT folgt damit die
Dampfdruckformel

dpkoex _ kaoex
dT kpT?

L
= pkoex(T) = Po €Xp <_M> .

Wir konnen die Phaseniibergéinge klassifizieren mit der Ehrenfest-Klassifizierung.
Ist die n-te Ableitung eines thermodynamischen Potentials unstetig, so heiBt der Pha-
seniibergang n-ter Ordnung. Zum Beispiel ist der Ubergang von Fliissigkeit zu Gas wie

oben ein Phaseniibergang erster Ordnung. Das Volumen V = % und die Entropie
T,N
S =-— %’V,  sind dort unstetig. Gehen wir beim Ubergang durch den kritischen Punkt,

so ist der Phaseniibergang einer der zweiten Ordnung. S und V sind dann stetig, aber die

Kompressibilitéat
1 0V

7 3

1 8@
TN vV op?

KT

T.N

divergiert gegen unendlich. Die weitere Phase des Festkorpers wurde in der Vorlesung nicht
behandelt.

Auch die Bose-Einstein-Kondensation ist Phaseniibergang zweiter Ordnung.

4.8.4 Kritische Exponenten

Wir betrachten nochmal den kritischen Punkt, fiir den gilt

apvdVV _ aQPVdW -0
2/ P o g ..
und definieren die dimensionslosen (reduzierten) Variablen
= T v p
T=_ =— 75=%,
T " w U h
Mithilfe der Beziehungen
8a a
koTe= o= 0.=3b, po= oz
Ple = o Y Pe = o2

folgt die universelle Form der Van-der-Waals-Gleichung, das Gesetz der iibereinstimmenden
Zusténde

8
p==- . 457
P=3 — 5 (4.57)

Aufgelost nach T ergibt sich das Gesetz als

Experimentelle Daten dieser Gleichung sind in Abbildung 4.23 aufgetragen. Wir konnen
sehen, dass die Van-der-Waals-Gleichung fiir relativ leichte Gase eine gute qualitative Uber-
einstimmung zeigt — unabhéngig von der exakten Molekiilstruktur.

Zunéchst wollen wir untersuchen, was die Van-der-Waals-Gleichung in der Umgebung
der kritischen Temperatur quantitativ voraussagt. Dabei sollten wir immer im Hinterkopf
behalten, dass wir die Van-der-Waals-Gleichung streng genommen nur fiir Gase hergeleitet
haben. Wir werden uns anschauen, wie sich drei bestimmte Grofien in der Néhe des kritischen
Punktes verhalten.

2Quelle: E.A. Guggenheim. “The Principle of Corresponding States”, J. Chem. Phys. 13, 253 (1945).
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Abbildung 4.23: T als Funktion von p = 1, externe Quelle’.

e Erstens kdnnen wir fragen, was mit vy —vg passiert, wenn wir auf der Koexistenzlinie in
die Richtung vom kritischen Punkt gehen. Fiir T" < T, das heifit T < 1, hat Gleichung
(4.57) zwei stabile Losungen fiir P = Pyoo

Nach T auflésen ergibt

T (30 — 1)(3vg — 1)(va + Tg)
8v.v,

Wir kénnen die rechte Seite der Gleichung entwickeln in € := v, — Tq mit dem sym-

metrischen Ansatz vy = 1+ 5, v = 1 — § und erhalten
_ 1T,
T%1—1—6(vg—vﬁ) .
Dann gilt

(7 —70)* ~ 16(1 = T) = 16 (1 B £>

und die Volumenénderung entlang der Dampfdruckkurve wird beschrieben durch

4
Ty — Ta ~ —— (T — T)V/2.
® /2

e Zweitens untersuchen wir, wie sich das Volumen mit dem Druck entlang der kriti-
schen Isotherme (T' = T) veréindert. Der Druck p(v, T.) ist fiir die kritische Isotherme
eindeutig bestimmt. Am kritischen Punkt gilt nach Definition

op
ov

%p

Te,ve Te,ve

Die Taylor-Entwicklung um den kritischen Punkt fingt also erst beim Term dritter

Ordnung an

P —Dc (U _/UC)?)'
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e Drittens berechnen wir die isotherme Kompressibilitat

__1ow
T = v Op

T

fir T — T.F. Am kritischen Punkt (v = T = 1 oder T = T, und v = v..) gilt nach
Gleichung (4.57)

9p 8/ 1\’
2, -3 o
ovdT |, . 3\2/3
Fiir eine Entwicklung um 7' = T, erwarten wir also in erster Ordnung fiir 7" nah genug
bei T,
0
@ -1,
o|r,
Damit folgt
1 Ov
kr(v.) = —— — ~ (T =T.)7 !
ro) == |~ (0-T

Am kritischen Punkt finden wir also
@g*@ﬁ’w (chT)lma D= Dc (vac)ga R ~ (TﬁTC)il'

Diese Proportionalitdten sind alle universell: sie gelten fiir alle Gase. Wir sollten aber mis-
strauisch sein, da die Van-der-Waals-Gleichung am kritischen Punkt nicht unbedingt giiltig
ist. Experimentell finden wir

Ty — 0 ~ (T, — T)?  mit B ~ 0,32
p—pe~(v—2.)° mitd~48
Kk ~ (T —T.)77 mit vy~ 1,2.

Diese Werte der kritischen Exponenten (3, § und v entsprechen zwar nicht genau den
Vorhersagen nach der Van-der-Waals-Gleichung, sie sind aber immerhin universell. Die Bot-
schaft, die wir mitnehmen sollen ist also: die Van-der-Waals-Gleichung kann universelle Pro-
portionalitdten qualitativ richtig vorhersagen, auch wenn sie quantitativ nicht ganz stimmen.
Eine quantitative Vorhersage der kritischen Exponenten und eine Erklarung deren Univer-
salitéit erfolgt iiber die Renormierungsgruppentheorie.

4.8.5 Fluktuationen

Allgemein ist unklar, warum die Van-der-Waals-Gleichung auch fiir Fliissigkeiten qualitativ
prézise sein kann. Es gibt aber einen anderen, tieferen Grund, weshalb die Theorie am
kritischen Punkt zusammenbricht: Fluktuationen. Im Kapitel 1.4 haben wir gesehen dass

AN 1 N—o0
= L — 222,

N TUN

Beim Phaseniibergang entspricht eine fluktuierende Teilchenzahl einer fluktuierenden Dichte
p = N/V. Wir haben in Gleichung (1.70) gesehen, dass

(T, V, ) = —p(T', )V.
Mithilfe von Gleichung (1.62) ergibt sich dann

In(Zgr) = BVp(T, p).
Mit Gleichungen (1.58) und (1.59) folgt

(AN? 1 (N)

9(N) ou
(N)y VB ou

. _ 1 ow)
TV Ip

T,V_Vﬂ op T,V.
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Mit der Identitit aus Gleichung (4.37), welche in Aufgabe 3 vom Ubungsblatt 3 bewiesen
wurde, konnen wir dies umschreiben zu

(AN)? 1 oN)| 1oV
(N) BV |p, V oplpy

Aber kr divergiert gegen unendlich fiir 7' — T,.. Am kritischen Punkt sind also makrosko-
pisch grofle Fluktuationen, welche berticksichtigt werden miissen. Eine einfache Zustandsglei-
chung wie die Van-der-Waals-Gleichung, die nur mit den mittleren Werten von Temperatur,
Volumen und Druck arbeitet, wird die Fluktuationen nicht beschreiben kénnen.



Kapitel 5

Magnetismus

5.1 Allgemeine Betrachtungen

Magnetische Systeme sind in der Regel eine gute Testumgebung fiir Resultate der statisti-
schen Physik. Grunde dafiir sind:

e Sie sind einfach genug fiir analytische und direkte numerische Methoden.

e Experimentelle Methoden erlauben Tests der Voraussagen, mit zum Beispiel Neutro-
nenstreuung.

e Magnetische Freiheitsgrade entkoppeln hidufig von anderen Freiheitsgraden.

Die typische Energien sind im Bereich von 100 — 1000K.

Nach dem Bohr-van-Leuwen-Theorem verschwindet in Systemen klassischer gelade-
ner Teilchen die Magnetisierung im thermodynamischen Gleichgewicht. Dafiir betrachten
wir zunéchst die Hamiltonfunktion fiir ein einzelnes Teilchen in einem magnetischen Vek-
torpotential A

H= o (54 ed®)

mit der Ladung —e und dem magnetischen Feld B=V x A Es ergibt sich folgende kano-
nische Zustandssumme fiir NV identische Teilchen

N
1 1 - 2
Zi= i | N5 dVFexp (=853 (i + ed() )
welche mit der Variablentransformation p;’ = pj —l—eff(f;—) unabhéingig von A wird, und damit
unabhéngig von B.

Wir werden sehen, dass man die Magnetisierung schreiben kann

M=-22

op| mit G(I.B)=—ksTn(Zy) (5.1)

T

womit man direkt sieht, dass die Magnetisierung M = 0 sein muss, da Zj nicht von B
abhéngt.

Strome geladener Teilchen rufen natiirlich auch magnetische Felder hervor, aber diese
Teilchen befinden sich nicht im thermodynamischen Gleichgewicht, sondern in einem sta-
tiondren Fluss. Alle magnetischen Phénomene im thermodynamischen Gleichgewicht sind
demnach als rein quantenmechanisch zu verstehen. Die Quantenmechanik fiithrt dazu, dass
die orbitalen Freiheitsgrade auf Magnetfelder reagieren. Zudem haben die quantenmechani-
schen Teilchen einen Spin — ein intrinsisches Drehmoment.

Es gibt in der Quantenmechanik viele verschiedene Arten von Magnetismus, die danach
klassifiziert werden, wie sich das Magnetfeld innerhalb eines Kérpers verhélt, wenn dieser in

114
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ein externes Magnetfeld gebracht wird. Beim Paramagnetismus wird das Magnetfeld inner-
halb des Koérpers im Vergleich zum externen Magnetfeld verstirkt, beim Diamagnetismus
abgeschwécht. Beim Ferromagnetismus existiert ein permanentes Feld auch ohne externes
Magnetfeld, welches ausgezeichnet ausgerichtet ist im gesamten Korper. Im Gegensatz dazu
ist das ebenfalls permanente Feld beim Antiferromagnetismus nicht ausgezeichnet ausge-
richtet, und kann beispielsweise antiparallel sein. Beim Spinglas-Magnetismus existiert ein
ungeordnetes magnetisches System.

5.2 Thermodynamische Uberlegungen

Wir betrachten im Folgenden das duflere Magnetfeld
.é = ,uoﬁ.

Dabei ist B die magnetische Flussdichte, iy die Permeabilitidt des Vakuums und H
die magnetische Feldstirke. Wir wéhlen das B-Feld in z-Richtung:

B=1|0
B

Die Arbeitskoordinate wird die Magnetisierung M und die magnetische Arbeit wird zu
oW = BdM.

Zur Herleitung dieses Ausdrucks fiir die magnetische Arbeit verweisen wir auf das in Moodle
hochgeladene Dokument.

Es gilt also der Zusammenhang (V, —p) <> (M, B). Dabei sind p und B beide intensive
Groflen; die GroBen V' und M sind extensiv. In diesen Variablen ist die Energie E(S, M)
eine Funktion der Entropie und Magnetisierung. Die anderen thermodynamischen Potentiale
werden dann zu

Freie Energie F(T,M)=FE-TS
Gibbs-Energie G(T,B)=F —-BM (5.2)
Enthalpie H(S,B)=FE— BM.
Die Fundamentalgleichungen ergeben sich dann zu
dF =—-8§-dT'+ B -dM
dG=-S-dI'— M -dB
dH =T-dS— M -dB.

Analog zur Kompressibilitdt kénnen wir die Suszeptibilitéit definieren als

—aM isothe
= 1S T
XT 9B .
oM
Xs = 9B . adiabatisch.

oS
Cp=T —
oT |
08
Cuy=T —
oT |\,
Damit folgen die Identitéiten
T (oM| \* Cp  Xr
Cp—Cy=—| = nd — ===,
P T Xy ( or B) Cu  Xxs
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Fiir paramagnetische Substanzen ist x7 > 0 und damit Cg > C),. Bei diamagnetischen
Substanzen gilt hingegen x7 < 0 und damit Cp < C)y.

Bei einer adiabatischen Anderung des externen Magnetfeldes ndert sich die Temperatur.
Das folgt aus der Beziehung

or
B

or
5 09

__ oM
s 08

__oM
s, OT

T oM

B

Dabei haben wir im ersten Schritt die Maxwell-Relation

or| _ om0
OB|g 0S0B  0S|p
verwendet. Ist % p 7 0, so dndert sich die Temperatur bei Anderung des externen Ma-

gnetfeldes. Dies ist der sogenannte magneto-kalorische Effekt. Im Kapitel 5.3 werden wir
sehen, dass fiir paramagnetische Stoffe M oc T—! gilt. Damit folgt

87M o T2 oT

S

Das heifit, bei einer adiabatischen Entmagnetisierung dB < 0 erniedrigt sich die Tem-
peratur. Dieser Effekt wird auch magnetisches Kiihlen genannt.

5.3 Pauli-Paramagnetismus

Wir wollen jetzt ein einfaches Beispiel quantitativ behandeln. Auf ein Gas von N Elektronen
in einem externen Magnetfeld wirkt die Kopplung vom Elektronenspin am Magnetfeld und
die Lorentzkraft 7 x B aufgrund der Bewegung der Elektronen. Die Lorentzkraft wird spéter
in Kapitel 5.4 behandelt. Um den Elektronenspin zu beriicksichtigen, greifen wir zuriick auf
das Zwei-Level-System aus Kapitel 1.2.4 und fithren wir dort das externe Magnetfeld B ein.
Wir rechnen quasi-klassisch fiir N Teilchen mit Spin s = +1. Die Zeeman-Energie betrigt

ESpin = MBSBa
mit dem Bohr’schen Magneton
_ leln
HB =9

Die kanonische Zustandssumme fiir dieses System ist

S N I S P, B g

S14..-sSN s1==+1 sy==1

N
= <Z exp(—ﬁ,uBBs)> = 2N cosh™ (BupB).

s==+1

Jetzt behaupten wir, dass die Gibbs-Energie gegeben ist durch
G(T,B) = —kgT In(Zy).
Dazu bemerken wir zunéchst
dG = —-SdI' — MdB (5.4)
mit G = F+pV und F = —kgT In(Zy). Aus dF = —SdT — pdV folgt

OF | pr Lz (5.5)

und damit

G = —kpTIn(Z) + VkBT% In(Z,). (5.6)
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Wenn wir wie vorhin motiviert nun die Variablen fiir den Magnetismus einfiithren durch die
Transformation V' <+ M und —p < B, so folgt

0
G = —kJBTln(Zk) + k‘BTMaiM ln(Zk) (57)

=0 in unserem Fall

und wir erhalten die fiir G(T, B) behauptete Form.

Wir machen uns diese Form fiir die Gibbs-Energie an einem kurzen Beispiel plausibel. Die
kanonische Zustandssumme fiir N magnetische Momente m; in einem externen Magnetfeld
B ist gegeben durch

7y, = Zexp(—BHB), wobei Hp = — ZmiB
und damit erhalten wir wie erwartet fiir die Magnetisierung M = Y. m;

7]
M = @(kBTln(Zk)) = k‘BT

1 0 1
= g —kpTB— - 7 = .
Z. 9B kg ﬁZk kzi:mz Zi:mz

Fiir das Beispiel des Pauli-Paramagnetismus erhalten wir folgende Gibbs-Energie
G(T,B) = —kpTIn(Z;) = —NkpT In (2 cosh(SupB)) . (5.8)
und damit die Magnetisierung

(52)  0G

M 0B

= Nup tanh(BugB), (5.9)
T

die Entropie

oG
=" ar

B kBT

die Warmekapazitét

oS Ny B?
CB =T — = il )
or'| g kT2 cosh? (%)
und die Suszeptibilitat
_oM| _TCp
XM= 9B |, B2

Im Hochtemperatur-Grenzfall kgT > pB nidhern wir tanh(z) = z und erhalten somit

aus Gleichung (5.9) das Curie-Gesetz
M =~ Ny B
kT °

(5.10)

Mit der Quantenstatistik aus Kapitel 3.6.3 konnen wir auch das Curie-Gesetz herleiten.
Nach Gleichung (3.71) ist

Ny 1 <2m)/ [ Chl
Vo 4r2 \ A2 0 exp (B(E + ppB — p)) + 1

= )\l%fg,/g(zexp(—ﬁuBB)). (5~11)

Dabei haben wir die Funktion f,,(z), welche in Gleichung (3.72) definiert wurde, verwendet.

Fir N folgt analog
Ny

7= /\1%f3/2 (zexp(BupB)).
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Die Magnetisierung ergibt sich damit zu

oG
M = 9B = _MB(NT - NJ,)
= BV (o (zexp(~ 35 B)) — faja(zexp(Bn B)) )
)\T

Im Hochtemperatur-Grenzfall gilt z — 0 und f3/5(2) ~ 2. Damit erhalten wir fiir die Mag-

netisierung

2
M~ MBBVZ
)‘T

sinh(BupB).

Zusatzlich gilt

2V z
N=N;+N, = g cosh(BupB).
Somit erhalten wir wieder das Curie-Gesetz

M ~ Npupgtanh(BugpB).

Im Tieftemperatur-Grenzfall verwenden wir die Entwicklung aus Gleichung (3.75). Wir
entwickeln f,(z) in In(Z)~! = kgT/u, das heiBt die Entwicklung ist giiltig fiir kleine 7.
Nach Gleichung (5.11) erhalten wir fiir die Magnetisierung in erster Ordnung

M = —pp(Ny = Ny)

. 1BV <2m

3/2
~ o2 \ 72 > ((EF +pupB)*? — (Bp — NBB)3/2> ,

mit der Fermi-Energie

B2 N 2/3
Er=_"(6m22) .
7 om (67T V>

Nehmen wir zusétzlich an, dass uypB < FEp, so konnen wir die Magnetisierung weiter

approximieren:
2 V /2 3/2
~ UB (m) E;/ ’B.

272\ h?
Dieses Resultat lasst sich einfach iiber die Zustandsdichte des Fermionengases aus Gleichung
(3.67). Setzen wir den Spin-Entartungsfaktor g, = 2, so ergibt sich fiir die Magnetisierung

M ~ u%g(Er)B.
Die magnetische Suszeptibilitdt ist konstant:

oM )
- | = Er).
XT = 55 . wpg(Er)

Die Magnetisierung ist also bei tiefen Temperaturen temperaturunabhingig, wohingegen
sie bei hohen Temperaturen nach dem Curie-Gesetz mit 7! abfillt. Warum hier die Zu-
standsdichte auftaucht kann anschaulich erklart werden. Das Pauli-Prinzip verhindert fiir
viele Elektronen eine Ausrichtung des Spins nach dem Magnetfeld. Nur die g(Fr) vielen
Elektronen mit £ = Er konnen ihren Spin parallel zum magnetischen Feld ausrichten.

Die magnetische Suszeptibilitdt xr ist positiv. Solche Materialien heilen paramagne-
tisch: sie folgen in ihrer Magnetisierung dem &ufleren Feld.

5.4 Landau-Diamagnetismus

Jetzt wollen wir auch die Lorentzkraft o' X B aufgrund der Bewegung der Elektronen mit
Ladung —e im dufleren Magnetfeld B = V x A beriicksichtigen. Die zugehorige Hamilton-
funktion ist ) )
H=— (* A ) .
2m P+ ed(r)
Diese ist quantenmechanisch zu 16sen.
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5.4.1 Landau-Niveau

Wir betrachten dazu ein Elektron im externen, konstanten Magnetfeld B = (0,0, B). Wir
benutzen die Eichfreiheit um das Vektorpotential A = (—By,0,0) zu wihlen, so dass die
Rechnungen vereinfacht werden. Der Hamiltonoperator dieses Systems ist

~ 9m " 2m " om
=~

:Hl :Hg

Da [Fll,ﬁg] = 0 gilt, haben Hy und Hs eine gemeinsame Eigenbasis. Wir konnen die zu-
gehorigen Eigenwertprobleme also unabhéngig voneinander betrachten.

H, hat die Eigenwerte h?k2/2m. Die Eigenwerte von p, sind p, = hk,.

Fiir Hy schreiben wir

- 2
Hy = 2 + 2mw2Q2
Das entspricht einem harmonischen Oszillator mit
5 A A . D eB
P=p,, Q=9- eg wczﬁ.

mit der sogenannten Zyklotronfrequenz w.. Es gilt

[P, Q] = [py, 3],

das heifit die Operatoren P und Q vertauschen wie beim harmonischen Oszillator. Die
Losung ist dann auch die gleiche. Hy hat also die Eigenwerte

1
E':hwc(n+2), n e Z.

Tk 1
FE = z c _
om (n - 2)

Das Elektron befinde sich in einer Box der Seitenlénge L, so dass wir den Ansatz einer
ebenen Welle in z- und z- Richtung machen koénnen:

\II(’F) = exp (Z(kwx + kzz))f(y)
Diese Wellenfunktion muss die Schrodinger-Gleichung des harmonischen Oszillators

2 2
( O iy yo))f(y)—E’f(y)

Die totalen Energieeigenwerte

heilen Landau-Niveaus.

2m ay

erfiillen, wobei

_ hky
Yo = eB
Die Landau-Niveaus sind stark entartet. k, ist ndmlich quantisiert mit den Absténden
21
Ak, = T
Das heifit, es gibt zu jedem
Ayo — 21h
eBL

einen harmonischen Ostzillator. Jedes Energieniveau ist also

L eBL*> &

Ayo  27h @

-fach entartet. Dabei haben wir die totale Flussdichte ® = L?B und das magnetische
Flussquant &, = 2x/i/e definiert.
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5.4.2 Grof3kanonische Zustandssumme

Nun kénnen wir mithilfe von Gleichung (3.66) die grokanonische Zustandssumme fiir nicht-
interagierende Elektronen im Magnetfeld aufstellen. Unter Beriicksichtigung des Spin-Entartungsfaktors
gs = 2 erhalten wir

L 2L°B Bh%k? 1
In(Zg) = %/dkznzgo B, In (1 + zexp <— Y — Bhw, <n+ 2))) .

Um die Summe ), ., abzuschiitzen, wenden wir die ersten zwei Terme der Euler-Maclaurin’schen
Formel aus Gleichung (3.29) auf die Funktion

21.2
h(z) = /dk In (1 + exp <— B;: + ﬁ:c))

an. Damit ergibt sich die grofSlkanonische Zustandssumme zu

In(Zy) = VB h (u — hw, (n + ;))

7'('(1)0
>0
VB [ VB hw. dh(n)
= 7% Jo da b = hwer) = -0 du
Vm K (ﬁﬁuc)2 /DO B
—m dy h(y) — dk - .
272 (/_oo V) = | e B EE )y 41

Der erste Term ist unabhéngig von B und beschreibt die Zustandssumme des Fermionengases
bei B = 0. Der zweite Term ist proportional zu B? aufgrund der Zyklotronfrequenz w?. Die
Magnetisierung ist gegeben durch

10
M= —-—1I(Z,).
58.8 Il( gk)

Fir T — 0 wird der Integrand des zweiten Terms zu einer Stufenfunktion. Das ergibt die

Magnetisierung
2
M(T = 0) = fﬂ?Bg(EF)B.

Dies ist der Landau-Diamagnetismus. Er ist von der Groflenordnung vergleichbar mit dem
Pauli-Paramagnetismus, aber negativ und um einen Faktor 3 schwécher. Substanzen, deren
Magnetisierung dem Magnetfeld entgegengesetzt ist, werden als diamagnetisch bezeichnet.

5.5 Ising-Modell

5.5.1 Allgemeine Betrachtungen

Fiir den Para- und Diamagnetismus haben wir die Wechselwirkungen zwischen den ma-
gnetischen Momenten ignoriert. Um ferromagnetisches Verhalten — permanente magneti-
sche Effekte ohne dufleres Magnetfeld — zu beschreiben, muss die Interaktion der magneti-
schen Momente der Spins allerdings beriicksichtigt werden. Diese sogenannte Austausch-
wechselwirkung der Spins ist eine Konsequenz des Pauli-Prinzips und der Coulomb-
Wechselwirkung. Effektiv wird dies durch das Heisenberg-Modell beschrieben. Der zu-
gehorige Hamiltonoperator ist

N 1 25
Hyeis. = — 5 E JijSi - Sj  (+externes Magnetfeld).
2 £ ;

Dabei bezeichnet J;; die Kopplungskonstante der Spins ¢ und j. Typische Grofenordnungen

sind |J;;|/ks ~ 100 — 1000 K. S; ist der quantenmechanische Spinoperator. Der Faktor 1
normiert die Summe, so dass jedes Spin-Paar nur einmal gezihlt wird.
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Eine Vereinfachung des Heisenberg-Modells, die aber viel der relevanten Physik zeigt, ist
das Ising-Modell, mit der Hamiltonfunktion

HIsing = —% Z JijSiSj — hZSZ
9,] i

Dabei sind s; = £1 die Spin-Einstellungen der magnetischen Momente. Das duflere Magnet-
feld wird durch h = ppB beschrieben. Mit dem Ising-Modell kann man Ferromagnetismus
(Jij > 0), Antiferromagnetismus (J;; < 0) und Spinglas-Verhalten (J;; zuféllig) beschreiben.

Wir betrachten zunéchst nur die Néchste-Nachbar-Wechselwirkung

T = J (i, j) ndchste Nachbarn
“ 10 sonst

auf einem quadratischen Gitter in D = 1,2,3, ... Dimensionen. In dem feldfreien Fall h = 0
gibt es bei T' = 0 zwei Zustéinde minimaler Energie:

Tt o1 VLl
oot o1 AR
troror ooy
oot o1 AR

Die Spins sind alle ausgerichtet: das Material zeigt ferromagnetisches Verhalten. Ein Ma-
gnetfeld h > 0 zeichnet eine dieser zwei Konfigurationen aus. Bei hohen Temperaturen
fithren starke thermische Fluktuationen zu Unordnung. Wir wollen wissen, ob es einen Pha-
seniibergang gibt bei einer kritischen Temperatur 7. Weil die Beweise nicht alle behandelt
werden konnen, folgt hier eine Zusammenfassung der wichtigsten Resultate.

e In 1D gibt es eine exakte Losung fiir h > 0 via der relativ einfachen Transfermatrix-
Methode. Es gibt in diesem Fall keinen Phaseniibergang: die Ordnung wird fiir alle
T > 0 zerstort.

e In 2D kann der feldfreie Fall h = 0 analytisch gelost werden mittels der Onsanger-
Losung. Hier ergibt sich ein Phaseniibergang bei T > 0.

e In 3D werden numerische Losungen gefunden via Monte-Carlo-Simulationen. Auch
hier findet man einen Phaseniibergang bei T¢ > 0.

e Fiir D > 4 wird die Molekularfeldndherung verwendet; wieder findet man einen Pha-
seniibergang bei T > 0. Die Molekularfeldtheorie liefert auch fiir 3D und teilweise
fiir 2D qualitativ richtiges Verhalten.

5.5.2 Molekularfeldtheorie

Wir berechnen die kanonische Zustandssumme, indem wir iiber alle 2V moglichen Konfigu-
rationen der Spins summieren:

Zk = Z exp(_ﬁHIsing)~

S1,..0,8N
Wie wir in Kapitel 5.3 gesehen haben, berechnet sich die Magnetisierung aus

M 1 0 1 1

0
N 1‘ (si) = ]\TB% In(Zy) = NB "7 . =7 exp(—f Hising)-

mn _oh

150458

Wegen den Wechselwirkungen der Spins, faktorisiert Zj nicht, im Gegensatz zum idea-
len Paramagnet. An dieser Stelle machen wir die Molekularfeldndherung. Wir ersetzen den
Wechselwirkungsterm s; - s; durch die Wechselwirkung von s; mit einem ortsunabhéngigen
mittleren Spin m = 5: das Molekularfeld. Wir schreiben

si=m+(si—m)=m-+9; (5.12)
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und erhalten damit
HIsing =—J Z $i8; — hz S;
(i,5) i
5. N
(512) —J<Z% 0;0; + JTQm2 — (Jgm+ h) Z S
i, %

Die Notation (i, j) bedeutet, dass wir nur iiber Paare von néchsten Nachbarn ¢ und j sum-
mieren. ¢ = 2D bezeichnet die Anzahl néchster Nachbarn einzelner Spins. Damit ist Ng/2
die gesamte Anzahl von néchsten Nachbarn. Wir nehmen an, dass der Term

*JZ(Z(S] = 7J Z(Sl — m)(sj — m) < ].
(4,5) (i,5)

vernachlassigbar klein ist, da die Fluktuationen von Spins weit weg vom Durchschnitt klein
sind. Somit erhalten wir die Molekularfeld- oder Mean-Field-Hamiltonfunktion

q
Hyr = —heﬁ?ZSi + §NJm2

mit dem effektiven Feld heg = h + gJm.

Am kritischen Punkt bricht diese Approximation zusammen, weil die Fluktuationen dort
nicht mehr vernachléssigbar sind, dhnlich wie bei der Van-der-Waals-Gleichung in Kapitel
4.8.5. Je hoher die Dimension ist, desto besser wird die Approximation. In héheren Dimen-
sionen haben die Spins mehr nichste Nachbarn, und damit ist die Mittelung der effektiven
Wechselwirkung intuitiv besser.

Mit einer dhnlichen Rechnung wie in Kapitel 5.3 erhalten wir aus der Molekularfeld-
Hamiltonfunktion die Zustandssumme

1
7, = exp (—QBJquQ) 2" cosh™ (Bheg).
Die Magnetisierung ergibt sich dann zu
M
m=-g= tanh(Shef).
Das liefert die Selbstkonsistenzgleichung

m = tanh(B(h + gJm))

fiir den unbekannten mittleren Spin m. Diese wollen wir auflésen nach m = m(T, h). Ins-
besondere interessiert und die kritische Temperatur T vom Phaseniibergang. Im feldfreien
Fall h = 0 ergibt sich

tanh(BqJm) = m.

————————————— 14--------= L < tanh fiir BgJ > 1
I mo
™ tanh fiir B¢J > 1
0/~
//// m
—mo -
- e

Abbildung 5.1: Die Selbstkonsistenzgleichung bei h = 0
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Bei hohen Temperaturen SqJ < 1 gibt es nur eine Losung bei m = 0; die Temperaturfluk-
tuationen dominieren. Bei tiefen Temperaturen SqJ > 1 gibt es neben der instabilen Losung
m = 0 noch zwei zusétzliche Losungen bei m = £myg. Diese sind stabil und beschreiben
das ferromagnetische Verhalten. Fiir 8 — oo geht mg — 1, das heif3t die thermischen Fluk-
tuationen verschwinden. Was uns aber wirklich interessiert, ist das Verhalten am kritischen
Punkt BqJ = 1. Wir definieren die kritische Temperatur

_Ja

To=—.
C= kg

Bei T' = 0 ist eine perfekte Magnetisierung vorhanden. Lassen wir 1" wachsen, so gibt es
bei T' = T¢ eine nicht-stetige Anderung der Magnetisierung. Dies ist ein Phaseniibergang
zweiter Ordnung, da die Gibbs-Energie fiir kleine m folgendermaflen entwickelt werden kann

G(T,m) = —kpIn(Zy) = Go(T) + a(T)m? + b(T)m* + - - -

und da Zj, fiir h = 0 eine gerade Funktion in m ist. Das folgt wiederum daraus, dass cosh(x)
eine gerade Funktion ist.

In Abbildung 5.2 ist die Magnetisierung als Funktion der Temperatur aufgetragen.

m

Abbildung 5.2: m(T) fir h =0

Der Fall h # 0 ist leicht komplizierter. Fiir hohe Temperaturen BqJ < 1 geht die
Magnetisierung stetig gegen Null im Limes T — oo, und fiir tiefe Temperaturen SqJ >
1 geht die Magnetisierung stetig gegen m = 1 im Limes 7' — 0. Falls A > 0, wird die
Entartung +mg aufgehoben: die Losung m = —mg wird metastabil, da die Ausrichtung der
Spins dem Magnetfeld entgegengesetzt ist. Im Gegensatz zum feldfreien Fall tritt jetzt kein
Phaseniibergang mehr auf, wie in Abbildung 5.3 dargestellt ist. Die Singularitdten werden
durch ein endliches Magnetfeld aufgeweicht. Halten wir 7" fix und variieren wir von h < 0

m
h>0
/
AN
h<0

Abbildung 5.3: m(T') fir h # 0

zu h > 0, so gibt es hingegen wieder einen Phaseniibergang.
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5.5.3 Kiritische Exponenten

Analog zum Kapitel 4.8.4 wollen wir nun eine genauere, quantitative Analyse um den kriti-
schen Punkt m(T, h) = m(T¢,0) machen. Wir stellen uns wieder die drei gleichen Fragen,
jetzt im magnetischen Kontext.

h

A

kritischer Punkt

Te T

Abbildung 5.4: Der kritische Punkt

e Erstens, wie verhélt sich m bei h = 0, fiir T — T, ? Dazu verwenden wir die Appro-

ximation 5

tanh(x) =~ x — % fir 2] < 1
und nahern
Jgm 1 (qu>3

m = tanh(8Jqm) ~ T 3 \FpT

Damit folgt
1
m(h=0) o (Te —T)? mit § = 5

e Zweitens, wie verhélt sich m bei T' = T¢ fiir h — 077 Wir schreiben
h
m = tanh(BcJgm + Sch) = tanh 7a +m].

Somit erhalten wir mit der gleichen Néherung wie oben

h 1/ h ) 1,
~— -- = N — - = O(h?).
m Jq+m 3<Jq+m> Jq+m 3 + O(h?)

Daraus folgt
m(T =Tg) o hY/°  mit § = 3.

e Drittens, wie verhilt sich die magnetische Suszeptibilitiat xr = N %—7} o fir T — Tg ?
Wir leiten m = tanh(8Jgm~+ Sh) nach h ab und erhalten die Selbstkonsistenzgleichung

Xr= cosh?(BJqm) mXT)
Ausgewertet bei h =0 und T — Tg ergibt das

NpB

ST

und damit
xr x (T —T¢)™7 mity=1.
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Es ist bemerkenswert, dass die kritischen Exponenten /3, v und § genau die gleichen sind,
die wir in Kapitel 4.8.4 schon fiir das Van-der-Waals-Gas gefunden hatten.

In anderen Dimensionen findet man

D B 5y 1

1 - - - kein Phaseniibergang

2 1/8 7/4 | 15 Ounsanger-Losung

3 0,326 | 1,24 | 4,79 || Monte-Carlo-Simulation

>4 1/2 1 3 Molekularfeldndherung (exakt fiir D — o0)

Die Exponenten fiir D = 3 sind sehr nahe an den kritischen Exponenten vom Pha-
seniibergang fliissig-gasférmig. Das hingt damit zusammen, dass diese beiden Phaseniiberginge
nach der Renormierungsgruppentheorie in derselben Universalitidtsklasse sind.
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